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de las matemáticas. A la Dra. Radmila Bulajich y al Dr. Rogelio Valdez les
agradezco por su gran apoyo durante mi participación en la Olimpiada y a
la Dra. Elizabeth Romo Medrano por el apoyo durante mi educación básica.

Quiero agradecer a mi roomie Melida por toda su ayuda en diversos
problemas derivan de vivir sólo y lejos de casa. Agradezco también a to-
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Introducción

La técnica de familias de polinomios que se entrelazan fue introducida
en el año 2013 por Marcus, Spielman y Srivastava con el art́ıculo en proceso
“Interlacing Families I” [MSS13] y una versión preliminar de “Interlacing
Families II” que subieron al arXiv. Posteriormente estos dos art́ıculos fue-
ron publicados en la prestigiosa revista Annals of Mathematics [MSS15b],
[MSS15c], y se publicó el art́ıculo “Interlacing Families IV” [MSS15d] junto
con un art́ıculo sobre convolución de polinomios [MSS15a] en donde se desa-
rrollan herramientas utilizadas en el art́ıculo anterior. Por último, a finales
de 2017 se subió al arXiv el árticulo que completa la serie “Interlacing Fami-
lies III” [MSS17]. En los cuatro art́ıculos de la serie, los autores utilizan la
técnica de familias de polinomios que se entrelazan para obtener resultados
importantes, entre ellos destacan los dos primeros art́ıculos de la serie. En
el primero se demuestra la existencia de gráficas de Ramanujan de todos los
órdenes, un resultado importante en Teoŕıa de Gráficas. Y en el segundo re-
suelven el problema de Kadison-Singer, un resultado que tiene aplicaciones
en muchas ramas importantes de las matemáticas. Debido a su relevancia,
en 2014 los mismos autores elaboraron un art́ıculo [MSS14] en el cual ha-
cen un resumen de la técnica de familias de polinomios que se entrelazan
aplicada a polinomios caracteŕısticos y cómo la utilizaron.

La novedosa herramienta de familias que se entrelazan ha probado ser
muy útil. Debido a que es un trabajo muy reciente, es posible que sea útil
en la solución de otros problemas complicados. Por esta razón, es muy im-
portante poder comprender a profundidad las razones por las que esta he-
rramienta funciona.

El principal aporte de este trabajo es precisamente profundizar en la
técnica de familias de polinomios que se entrelazan y presentar de manera
ordenada las ideas importantes de los cuatro art́ıculos de la serie “Interla-
cing Families” desarrollada por Marcus, Spielman y Srivastava. Para lograr
esto, dedicamos un caṕıtulo a las ideas comunes y similares de estos cua-
tro art́ıculos y posteriormente dedicamos dos caṕıtulos a especializarnos en
cada una de las diversas áreas donde se ha aplicado la técnica. Se espera
que con este trabajo, las siguientes generaciones puedan asimilar más rápi-
do la técnica de familias de polinomios que se entrelazan y sean capaces de
aplicarla sistemáticamente en la solución de otros problemas.
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En el primer caṕıtulo presentaremos el método de familias de polinomios
que se entrelazan, que es la idea novedosa detrás de las aplicaciones del
caṕıtulo 2 y 3. Para poder utilizar este método, es necesario demostrar que
ciertas familias cumplen con esta propiedad y para ello utilizaremos la teoŕıa
de estabilidad real, que es el contenido de la segunda sección del primer
caṕıtulo.

En el segundo caṕıtulo hablaremos de los tres primeros art́ıculos de la
serie de polinomios que se entrelazan, está dividido en tres secciones, una por
cada art́ıculo. En cada sección repasaremos los preliminares necesarios para
presentar los resultados principales y esbozaremos la mayoŕıa de las demos-
traciones. A grandes rasgos, la idea detrás de las demostraciones siempre es
reducir el problema original al problema de analizar cierto polinomio y luego
acotar sus ráıces. En el primer art́ıculo [MSS15b] se demuestra la existencia
de familias infinitas de gráficas de Ramanujan regulares (e irregulares) bipar-
titas para cada grado mayor a 2. En la demostración se utiliza una variante
de la conjetura de Bilu y Linial sobre la existencia de 2-levantamientos ade-
cuados para cada gráfica. En el segundo art́ıculo [MSS15c] se demuestran
dos conjeturas, las cuales ya se sab́ıa que implicaban una solución positi-
va del problema de Kadison-Singer. La primera es la conjetura de Weaver
KS2, y la segunda es una formulación de Casazza, Edidin, Kalra y Paul-
sen [CEKP07] de la conjetura de adoquinado para la cual se obtienen cotas
expĺıcitas. En el tercer art́ıculo de la serie [MSS17], primero se deriva una
prueba simple del principio de invertibilidad restringida de Bourgain y Tza-
firi, y posteriormente se mejora la cota de dos maneras posibles.

Por último, en el caṕıtulo 3 primero hablaremos sobre ciertas convolucio-
nes de polinomios y repasaremos las cotas obtenidas en [MSS15a] para estas
convoluciones. Con las herramientas desarrolladas en ese art́ıculo seremos
capaces de demostrar la existencia de multigráficas de Ramanujan, regula-
res y bipartitas para cada grado y cada cantidad de vértices par mayor a 2.
Esto último es el contenido del cuarto art́ıculo de la serie [MSS15d].
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Caṕıtulo 1

Familias de Polinomios que
se Entrelazan y Estabilidad
Real

En este caṕıtulo presentaremos el método de familias de polinomios que
se entrelazan, que será la idea importante detrás de las aplicaciones del
siguiente caṕıtulo. Para poder utilizar este método es necesario demostrar
que ciertas familias cumplen con esta propiedad y para ello utilizaremos la
teoŕıa de estabilidad real, la cual presentaremos en la segunda sección.

1.1. Familias de Polinomios que se Entrelazan

En esta sección veremos el método de familias de polinomios que se
entrelazan, este método le da nombre a la serie de cuatro art́ıculos publicada
por Marcus, Spielman y Srivastava que se mencionaron en la Introducción.
La idea importante es bastante sencilla y es por eso que podemos presentarla
desde un principio sin necesidad de ningún preliminar. A pesar de ser muy
sencilla, es fundamental para resolver algunos problemas importantes, los
cuales veremos en el siguiente caṕıtulo.

Primero daremos la definición de polinomios con entrelazado común y
una propiedad que satisfacen. Posteriormente, veremos un teorema que nos
permite encontrar de forma sistemática familias de polinomios que se entrela-
zan. Por último, generalizaremos esta propiedad para familias de polinomios
que se entrelazan.

Notación 1.1.1. Dado un polinomio f con ráıces reales,denotaremos por
λk(f) a la k-ésima ráız más grande de f . Usaremos λmáx(f) y λmı́n(f) para
referirnos a la mayor y menor ráız de f , respectivamente.

Definición 1.1.2 (Entrelazado y entrelazado común). Para α1, . . . , αn−1,
β1, . . . , βn ∈ R decimos que el polinomio f(x) =

∏n−1
i=1 (x − αi) entrelaza al
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Figura 1.1: Polinomios con un entrelazado común. Todos entrelazan al poli-
nomio con ráıces en los puntos negros.

polinomio g(x) =
∏n
i=1(x− βi) si

βn ≤ αn−1 ≤ βn−1 ≤ · · · ≤ α1 ≤ β1.

La misma definición aplica si omitimos la ráız βn (g de grado n−1). Decimos
que f1, . . . , fm tienen un entrelazado común si existe un polinomio g que
entrelace a cada uno de ellos.

Teorema 1.1.3. Supongamos que f1, . . . , fm son polinomios de grado n con
todas sus ráıces reales y coeficiente principal positivo, y sea f una combina-
ción convexa de ellos, es decir, f = α1f1 + · · ·+αmfm para α1, . . . , αm ≥ 0.
Denotemos por

Lk = mı́n
1≤j≤m

λk(fj) y Uk = máx
1≤j≤m

λk(fj)

al mı́nimo y máximo, respectivamente, de las ráıces k-ésimas de los polino-
mios. Si f1, . . . , fm tienen un entrelazado común, entonces

Lk ≤ λk(f) ≤ Uk, ∀k = 1, . . . , n.

En particular, par cada k = 1, . . . , n, existen i, j ∈ {1, . . . ,m} tales que

λk(fi) ≤ λk(f) ≤ λk(fj).

Demostración. Observemos que si αj = 0 para alguna j, el polinomio fj
no afectará en la suma y podemos reducir el problema al caso con m − 1
polinomios. Por lo tanto, podemos suponer que α1, . . . , αm > 0. Además,
si los polinomios f1, . . . , fm tienen una ráız en común, entonces podemos
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tomar f0(x) el máximo común divisor de los polinomios y considerar los
siguientes polinomios

f̂i(x) =
fi(x)

f0(x)
.

De esta forma los polinomios f̂1, . . . , f̂m no tendrán ráıces en común y siguen
cumpliendo con tener un entrelazado común, por lo que podemos probar
el resultado para estos nuevos polinomios y al final multiplicar por f0(x),
esto último le agrega las mismas ráıces a los polinomios y a f . Entonces,
podemos suponer que los polinomios no tienen ráıces comunes. Ahora, como
los polinomios f1, . . . , fm tienen un entrelazado común, entonces tenemos
que

Lm ≤ Um ≤ Lm−1 ≤ Um−1 ≤ · · · ≤ L1 ≤ U1.

Del hecho de que los polinomios tienen coeficiente principal positivo, obte-
nemos que para j = 1, . . . , n,

fj(Uk) ≥ 0, fj(Lk) ≤ 0, si k es impar,

fj(Uk) ≤ 0, fj(Lk) ≥ 0, si k es par.

Y como α1, . . . , αm > 0 entonces

f(Uk) ≥ 0, f(Lk) ≤ 0, si k es impar,

f(Uk) ≤ 0, f(Lk) ≥ 0, si k es par.

Por el teorema del valor intermedio concluimos que f tiene ráıces en los
intervalos (Lk, Uk) para todo k = 1, . . . , n. Y como a lo más tiene n ráıces,
entonces esas son todas sus ráıces y concluimos que Lk ≤ λk(f) ≤ Uk.

Observación 1.1.4. 1. Como f tiene la libertad de ser cualquier com-
binación convexa podemos elegirlo de diversas formas.

a) Podemos tomar simplemente la suma f = f1 + · · ·+ fm, es decir,
α1 = · · · = αm = 1.

b) Podemos tomar cualquier distribución de probabilidad µ con so-
porte en [m] y tomar los αk = P(µ = k) para k = 1, . . . ,m, (que es
lo mismo que poner la restricción extra de que α1 + · · ·+αm = 1).
De esta forma, tendŕıamos que f es el polinomio esperado, pon-
derando respecto a la distribución µ, es decir,

f = α1f1 + · · ·+ αmfm = Eµ[fµ].

c) Un caso particular del anterior es tomar la distribución uniforme
(que de hecho es tomar la suma y normalizarla). Este caso será
bastante útil en el resto de este trabajo.
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2. Si los polinomios no tienen un entrelazado común, entonces la suma
podŕıa ni si quiera tener ráıces reales. Por ejemplo, podemos considerar
(x+ 1)(x+ 2) + (x− 1)(x− 2).

3. Aún si la suma de los polinomios tiene ráıces reales, la conclusión del
teorema anterior podŕıa ser falsa (en el caso de la ráız más grande) si
el intervalo de las ráıces más grandes se traslapa con el intervalo de
las segundas ráıces más grandes. Por ejemplo, las ráıces de la suma de
(x+ 5)(x− 9)(x− 10) con (x+ 6)(x− 1)(x− 8) son aproximadamente
-5.3, 6.4 y 7.4 y por lo tanto no se cumple el teorema.

4. La condición de entrelazado común es un poco fuerte y se podŕıa sua-
vizar si en la conclusión sólo nos importa la ráız k-ésima para algún k
fijo. Entonces podŕıamos enunciar una versión suavizada de la siguien-
te forma.

Sean f1, . . . , fm polinomios con todas sus ráıces reales y coeficiente
principal positivo tales que hay un intervalo que contiene a todas las
k-ésimas ráıces y no contiene ningún otra ráız, es decir, existe un
intervalo Ik, tal que λk(fj) ∈ Ik para todo j y λi(fj) /∈ Ik para i 6= k y
todo j. Entonces, se cumple que Lk ≤ λk(E[fµ]) ≤ Uk.

Al pedir que los polinomios tengan un entrelazado común, estamos
pidiendo que el intervalo Ik exista para todo k y por lo tanto tene-
mos la conclusión para todo k. La demostración de esta variante es
exactamente igual, sólo que en este caso, basta con considerar sólo el
intervalo (Lk, Uk).

Si nos fijamos cuidadosamente, la definición de entrelazado común nos
pide que las ráıces de los polinomios involucrados tengan un orden bastante
espećıfico. Entonces, para corroborar que en verdad se cumple esta propie-
dad necesitaŕıamos conocer a la perfección la posición de las ráıces de todos
los polinomios, lo cual dif́ıcilmente ocurre en los polinomios con los que
usualmente nos encontramos en distintos problemas. Por lo tanto, nos gus-
taŕıa tener alguna forma sencilla y sistemática de encontrar polinomios con
entrelazado común, que es lo que haremos a continuación. Observemos que
el lema anterior implica que toda combinación convexa de polinomios con
entrelazado común tiene ráıces reales. En el siguiente lema veremos un con-
verso del anterior en ese sentido, ya que nos dice que si toda combinación
convexa tiene ráıces reales, entonces los polinomios tienen un entrelazado
común. Este resultado ya ha aparecido varias veces en la literatura, entre
ellas en el Teorema 2.1 de [Ded92], Teorema 2’ de [Fel80] y Teorema 3.6
de [CS07]. Aqúı presentaremos la versión que aparece en la mayoŕıa de los
art́ıculos de Marcus, Spielman y Srivastava junto con su demostración.
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Lema 1.1.5. Sean f1, . . . , fm polinomios de grado n con coeficiente princi-
pal positivo. Entonces, f1, . . . , fm tienen un entrelazado común si y sólo si∑m

i=1 αifi tiene todas sus ráıces reales para cualesquiera α1, . . . , αm ≥ 0.

Demostración. La ida se sigue directamente del Teorema 1.1.3. Para el re-
greso primero veamos que si fi y fj tienen un entrelazado común para cada
1 ≤ i < j ≤ m, entonces f1, . . . , fm tienen un entrelazado común. Lo ante-
rior se puede ver por contradicción, primero observemos que si f1, . . . , fm no
tienen un entrelazado común, entonces para algún k = 1, . . . , n−1 los inter-
valos Ik e Ik−1 se intersectan, donde Ik es el menor intervalo que contiene a
las ráıces k-ésimas de los polinomios (λk(fj) ∈ Ik para todo j). Lo cual a su
vez nos dice que existen 1 ≤ i, j ≤ m con i 6= j tales que λk(fj) < λk−1(fi),
contradiciendo el hecho de que fi y fj tienen un entrelazado común para
cada 1 ≤ i < j ≤ m. Lo anterior nos dice que el hecho de que m polino-
mios tengan la propiedad de entrelazado común es equivalente a que cada
pareja formada por 2 de los m polinomios tenga la propiedad de entrelazado
común. Por lo tanto, basta probar el lema para el caso de dos polinomios,
que por comodidad llamaremos f0 y f1. Para t ∈ [0, 1] definimos

ft = (1− t)f0 + tf1.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f0 y f1 no tienen ráıces en
común (de lo contrario, podemos quitarles la ráız común, aplicar el procedi-
miento a continuación y al final agregarles la ráız). Observemos que por con-
tinuidad, cuando t vaŕıa de 0 a 1, las ráıces de ft definen n curvas continuas,
C1, . . . , Cn, cada una empieza en una ráız de f0 y termina en una ráız de f1.
Como las combinaciones convexas tienen ráıces reales entonces todas las cur-
vas deben estar contenidas en la recta real. Por último, si alguna de las curvas
contiene en su interior (digamos en s ∈ (0, 1)) a alguna ráız (digamos r) de
f0 o f1 (digamos f0), entonces esto se traduce en que fs(r) = 0 y f0(r) = 0.
De lo anterior tenemos que 0 = fs(r) = (1 − s)f0(r) + sf1(r) = sf1(r), lo
cual nos dice que r también es ráız de f1 y contradice el hecho de que no
teńıan ráıces en común. Por lo tanto, cada una de las n curvas define un
intervalo cerrado que contiene exactamente una ráız de f0 y una ráız de f1

(los extremos de la curva), entonces los intervalos formados por estos pares
de ráıces no se intersectan y concluimos que f0 y f1 tienen un entrelazado
común.

Ya que contamos con esta caracterización de polinomios con entrelazado
común, podemos concentrarnos en ver que las combinaciones convexas de
polinomios tienen ráıces reales. Al saber lo anterior, el Lema 1.1.5 nos dice
que los polinomios tienen un entrelazado común que a su vez, gracias al
Teorema 1.1.3, nos dice dónde se encuentran las ráıces de las combinaciones
convexas. Para ver que las combinaciones convexas tienen ráıces reales uti-
lizaremos una teoŕıa que generaliza esta noción, conocida como estabilidad
real, que será el contenido de la siguiente sección.
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Para finalizar esta sección generalizaremos el Teorema 1.1.3 para que sea
más fácil utilizar la técnica en las aplicaciones de los próximos caṕıtulos. La
razón por la cual el Teorema 1.1.3 por si sólo no es de mucha utilidad, es
que nos pide encontrar conjuntos de polinomios donde todos tienen un en-
trelazado común. Sin embargo, varios de los conjuntos de polinomios con los
que nos encontraremos en los próximos caṕıtulos, cumplen que sólo ciertos
subconjuntos de ellos tienen un entrelazado común. A pesar de no tener un
entrelazado común, estos conjuntos cuentan con una muy buena estructura,
la cual nos permite aplicar el Teorema 1.1.3 de forma iterativa. Este tipo
de conjuntos se puede definir de manera más simple utilizando una estruc-
tura de árbol, como lo haremos a continuación y que es la forma en que se
presenta en [MSS17]. Otra forma de presentar esto es utilizando sucesiones,
como en [MSS15b] y [MSS15c], la cual analizaremos en la observación que
le sigue a la definición.

Definición 1.1.6 (Familias que se entrelazan). Una familia que se entrelaza
consiste de un árbol finito con ráız, T , donde a cada vértice v le asociamos
un polinomio con ráıces reales, fv(x) ∈ R[x], con dos propiedades:

1. Todo polinomio fv(x) correspondiente a un vértice, que no es una hoja,
es una combinación convexa de los polinomios correspondientes a sus
hijos.

2. Para todos los vértices v1, v2 ∈ T con un padre común, todas las
combinaciones convexas de fv1(x) y fv2(x) tienen ráıces reales.

Decimos que un conjunto de polinomios es una familia que se entrelaza si
podemos identificar los polinomios con las hojas de un árbol de este tipo.

Observación 1.1.7. La definición anterior es la forma más general en que
podemos definir a las familias de polinomios que se entrelazan para que
sigan cumpliendo las propiedades que nos interesan. Para las aplicaciones,
utilizaremos árboles bastante particulares, como familias de polinomios en
las que los vértices del árbol a distancia k los indexaremos por sucesiones
(s1, . . . , sk) ∈ S1×· · ·×Sk para k ≤ m donde S1, . . . , Sm son conjuntos fini-
tos. Los hijos de un vértices (s1, . . . , sk) serán los indexados por (s1, . . . , sk, t)
para t ∈ Sk+1. La ráız del árbol será la sucesión vaćıa y la denotaremos por ∅.
Las hojas del árbol serán los vértices de la forma (s1, . . . , sm) ∈ S1×· · ·×Sm,
es decir, los que estén a distancia m. Por último, los vértices que no son ho-
jas, serán combinaciones convexas espećıficas de sus hijos, por ejemplo, la
suma o el promedio de ellos. La elección de la combinación convexa depen-
derá del resultado que queramos probar, en particular, de cómo nos gustaŕıa
que fuera f∅.

En la Figura 1.2 se muestran 8 polinomios de grado 4 que a pesar de no
tener un entrelazado común (observar que la tercer ráız del azul es menor a la
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Figura 1.2: Familia de polinomios que se entrelazan sin entrelazado común.

Figura 1.3: Árbol de entrelazado.

segunda ráız del verde), forman una familia de polinomios que se entrelaza.
Para ver de forma más clara esto, a la derecha de la Figura 1.3 hemos dividido
los 8 polinomios en 4 parejas, en cada pareja los polinomios se entrelazan
y hemos sobrepuesto el promedio de ambos polinomios (cuyas ráıces ya
sabemos que están entre las ráıces de los otros). En medio se encuentran los
4 polinomios promedio anteriores divididos en dos parejas, en cada pareja
los polinomios se entrelazan y de nuevo hemos sobrepuesto el promedio de
cada pareja de polinomios (cuyas ráıces ya sabemos que están entre las ráıces
de los otros). Hasta la izquierda se encuentran estos dos últimos promedios,
que también se entrelazan y sobrepusimos el promedio de ellos (que resulta
ser el promedio de los 8 polinomios originales).

Ya que contamos con esta definición, podemos observar que el Teorema
1.1.3 aplica para el caso particular en el que el árbol tiene altura 1. Además,
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de la definición de familia entrelazada, podemos observar que cualquier sub-
arbol de T sigue cumpliendo ambas propiedades. Por lo tanto, si tomamos
un vértice v del árbol que no es una hoja, y consideramos el sub-árbol con
ráız en v, tendremos que los polinomios en las hojas de este árbol (que son
un subconjunto de las anteriores) forma una familia que se entrelaza. Por lo
tanto, podemos generalizar la propiedad que nos da el Teorema 1.1.3, si lo
aplicamos iterativamente en el árbol.

Teorema 1.1.8. Sea f una familia que se entrelaza de polinomios de grado
d con ráız f∅ y hojas {fl}l∈L. Entonces, para todos los ı́ndices 1 ≤ j ≤ n,
existen hojas a y b tales que

λj(fa) ≥ λj(f∅) ≥ λj(fb).

Demostración. Procedemos por inducción sobre la altura m del árbol. El
caso base m = 1 es precisamente el Teorema 1.1.3. Ahora, fijemos un 1 ≤
j ≤ m, y supongamos que ya sabemos el resultado para todo árbol con
altura k < m y queremos verlo para uno de altura m, primero nos fijamos
en la ráız f∅. Por el Teorema 1.1.3 sabemos que algún hijo fv cumple que

λj(fv) ≥ λj(f∅).

Como el sub-árbol con ráız fs tiene altura menor a m, por inducción sabemos
que tiene una hoja a tal que

λj(fva) ≥ λj(fvs) ≥ λj(f∅),

lo cual concluye la inducción. Esto lo podemos hacer exactamente igual para
todo j y de manera análoga cambiando los ≥ por ≤, con lo cual tenemos el
resultado.

1.2. Estabilidad Real

El objetivo de esta sección es presentar las herramientas necesarias para
demostrar que ciertas combinaciones convexas de polinomios cumplen con
tener ráıces reales, lo cual nos permitirá utilizar los teoremas de la sección
anterior para acotar sus ráıces. La forma en que procederemos será generali-
zar la propiedad de tener ráıces reales a un concepto análogo en polinomios
multivariados, conocido como estabilidad realidad. Encontraremos ciertos
polinomios multivariados que tienen esta propiedad y algunas operaciones
que la preservan. De esta manera, la receta general será encontrar un polino-
mio real estable multivariado y aplicarle algunas operaciones que preservan
la propiedad hasta obtener un polinomio univariado, en cuyo caso la pro-
piedad de ser real estable es equivalente a la de tener ráıces reales. Primero
presentaremos la teoŕıa de estabilidad real y luego utilizaremos la receta
anterior para encontrar familias de polinomios que se entrelazan.
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1.2.1. Definición y ejemplos

La definición principal que utilizaremos de estabilidad real es la Defini-
ción 2.1 de [BB08].

Definición 1.2.1 (Estabilidad y Estabilidad Real). Un polinomio multiva-
riado f ∈ C[z1, . . . , zn] es estable si no tiene ráıces con todas sus cordenadas
estrictamente en el plano superior, es decir, si

Im(zi) > 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n ⇒ f(z1, . . . , zn) 6= 0.

Decimos que f es real estable si tiene coeficientes reales (f ∈ R[z1, . . . , zn]).
Denotaremos por Hn(C) y Hn(R) al conjunto de polinomios en n variables
estables y reales estables respectivamente.

La principal razón de utilizar la definición anterior es que directamente
podemos ver que un polinomio real estable univariado tiene todas sus ráıces
reales.

Observación 1.2.2. Si f ∈ H1(R) esto quiere decir que f tiene coeficientes
reales y no tiene ráıces en el semiplano superior. Como f tiene coeficientes
reales, es un hecho conocido que si z ∈ C es ráız compleja, entonces z̄
también lo es, por lo tanto f tampoco tiene ráıces en el semiplano inferior y
concluimos que f tiene todas sus ráıces reales. Es decir, todo polinomio real
estable univariado tiene todas sus ráıces reales.

A continuación, presentamos una forma equivalente de definir estabili-
dad, que resulta útil cuando se quieren encontrar polinomios multivariados
real estables.

Observación 1.2.3. f es estable (respectivamente, real estable) si y sólo
si para todo α ∈ Rn y v ∈ Rn+ (donde R+ = (0,∞) es el conjunto de reales
positivos) el polinomio univariado f(α+vt) es estable (respectivamente, real
estable).

Ahora, presentamos algunos ejemplos sencillos de polinomios estables.

Ejemplo 1.2.4. 1. Los monomios f(z1, . . . , zn) =
∏n
i=1 zi son real es-

tables, ya que al estar en el semiplano superior, los zi tienen norma
estrictamente positiva y su producto no puede ser 0.

2. Los polinomios lineales f(z1, . . . , zn) =
∑n

i=1 aizi con coeficientes reales
ai del mismo signo son real estables. Al pedir que los ai tengan el mis-
mo signo forzamos a que la suma sea una combinación convexa de
complejos en el semiplano superior o en el semiplano inferior (segun
sea el caso) lo cual no puede ser 0.

3. El polinomio f(z1, z2) = 1 − z1z2 es real estable, ya que el producto
de dos números en el semiplano superior no puede ser positivo.
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A continuación, presentamos un ejemplo bastante importante de un ti-
po de polinomio multivariado real estable. Este tipo de polinomios nos será
bastante útil en lo que resta del trabajo debido a que tras aplicarles ope-
raciones que preservan estabilidad real obtendremos polinomios univariados
real estables que ya sabemos tienen ráıces reales. La forma de plantearlo y
su demostración provienen de la Proposición 2.4 de [BB08].

Proposición 1.2.5. Si A1, . . . , An son matrices positivas semidefinidas de
m×m y B es una matriz hermitiana de m×m, entonces

f(z1, . . . , zn) = det

(
n∑
i=1

ziAi +B

)

es real estable (o el polinomio idénticamente cero).

Demostración. Supongamos primero que las matrices A1, . . . , An son po-
sitivas definidas. Sea z(t) = α + λt con α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn, λ =
(λ1, . . . , λn) ∈ Rn+ y t ∈ C. Observemos que P :=

∑n
j=1 λjAj es positi-

va definida y por lo tanto es invertible y tiene ráız cuadrada. Entonces, si
tomamos H := B+

∑n
j=1 αjAj , que es una matriz hermitiana, tenemos que

f(z(t)) = det

 n∑
j=1

αjAj +

n∑
j=1

λjtAj +B


= det (tP +H) = det(P ) det(tI + P−

1
2HP−

1
2 ).

Por lo tanto, f(z(t)) es un polinomio en t que es un múltiplo constante del
polinomio caracteŕıstico de una matriz hermitiana y por lo tanto tiene todas
sus ráıces reales. Por la Observación 1.2.3 concluimos que f es real estable.
Para el caso general de matrices positivas semidefinidas, podemos tomar el
ĺımite de matrices positivas definidas y usar el hecho de que el ĺımite en cada
restricción univariada debe tener ráıces reales o ser el polinomio cero.

1.2.2. Operaciones que preservan estabilidad

Ahora veremos algunas de las operaciones que preservan estabilidad y
estabilidad real, antes de eso recordemos el Teorema de Hurwitz que será
utilizado para la demostración de una de ellas. La forma en que lo enuncia-
mos es la misma que el Teorema 2.3 de [BB08]. También se pueden revisar
el Teorema 2.5 y Corolario 2.6 de [Con78].

Teorema 1.2.6 (Teorema de Hurwitz). Sea D un domino (conjunto abierto
y conexo) en Cn y supongamos que {fk}k∈N es una sucesión de funciones
anaĺıticas que no se anulan en D y convergen a f uniformemente en subcon-
juntos compactos de D. Entonces f no se anula en D (o es idénticamente
0).
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Las operaciones más simples que preservan estabilidad las recopilamos
en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.7. Las siguientes transformaciones lineales en C[z1, . . . , zn]
preservan estabilidad, es decir, mandan polinomios estables en polinomios
estables (o el polinomio 0).

1. Permutación. f(z1, . . . , zn) 7→ f(zσ(1), . . . , zσ(n)) para alguna permu-
tación σ : [n]→ [n].

2. Escalar. f(z1, . . . , zn) 7→ f(az1, . . . , zn) para a > 0.

3. Diagonalización. f(z1, . . . , zn) 7→ f(z2, z2, . . . , zn) ∈ C[z2, . . . , zn].

4. Inversión. f(z1, . . . , zn) 7→ zd1f(− 1
z1
, z2, . . . , zn) donde d = degi(f) es

el grado de z1 en f .

5. Evaluación. f(z1, . . . , zn) 7→ f(a, z2 . . . , zn) ∈ C[z1, . . . , zn] donde a ∈
H ∪ R.

6. Diferenciación. f(z1, . . . , zn) 7→ ∂
∂z1

f(z1, . . . , zn).

Además, dado que todas estas operaciones preservan los coeficientes reales
entonces también preservan estabilidad real. Sólo es necesario recordar que
al evaluar debemos hacerlo en a ∈ R. Observemos también que utilizando
la propiedad de permutación deducimos directamente que las demás propie-
dades se valen para todas las entradas, no sólo la primera.

Demostración. 1. Si f(zσ(1), . . . , zσ(n)) no es estable, entonces existen
entradas tales que f(yσ(1), . . . , yσ(n)) = 0 con Im(yσ(i)) > 0 para
1 ≤ i ≤ n. Tomando zi = yσ(i) tendremos que f(z1, . . . , zn) = 0 con
Im(zi) > 0 para 1 ≤ i ≤ n. Entonces, por contrapositiva concluimos
que si f(z1, . . . , zn) es estable, entonces f(zσ(1), . . . , zσ(n)) también.

2. Para a > 0 es claro que Im(z1) > 0 si y sólo si Im(az1) > 0 por lo que
f(z1, . . . , zn) se anula en H śı y sólo si f(az1, . . . , zn) se anula en H y
concluimos que f(z1, . . . , zn) es real estable si y sólo si f(az1, . . . , zn)
es real estable.

3. Si f(z2, z2, . . . , zn) = 0 con Im(zσ(i)) > 0 para 2 ≤ i ≤ n, entonces
tomando z1 = z2 nos da que f(z1, . . . , zn) = 0 con Im(zi) > 0 para
1 ≤ i ≤ n, y por contrapositiva concluimos que diagonalizar preserva
estabilidad.

4. Observemos que z 7→ −1
z preserva el semiplano superior, y por lo tanto,

f(z1, . . . , zn) se anula en H śı y sólo si zd1f(− 1
z1
, z2, . . . , zn) se anula en

H, con lo que concluimos que la inversión preserva estabilidad.
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5. Para la evaluación, el caso en el que a ∈ H se sigue de la definición.
Para el caso a ∈ R tomamos los polinomios fk(z2, . . . , zn) = f(a +
1
k i, z2, . . . , zn). De la Observación 1.2.3, como fk es estable entonces
para todo α ∈ Rn−1 y v ∈ Rn−1

+ el polinomio univariado fk(α+ vt) es
estable. Si fijamos α ∈ Rn−1 y v ∈ Rn−1

+ esto nos dice que fj(α + vt)
no se anulan en H y por el Teorema de Hurwitz con D = H obtenemos
que el ĺımite de los polinomios f(α+ vt) tampoco se anula. De nuevo
por la Observación 1.2.3 concluimos que f(a, z2, . . . , zn) es real estable.

6. Por último, la diferenciación se sigue del Teorema de Gauss-Lucas que
dice que si f ∈ C[z], las ráıces de f ′(z) están en la envolvente convexa
de las ráıces de f(z). Para demostrar este teorema podemos tomar
λ1, . . . , λd ∈ C las ráıces de f y suponer sin pérdida de generalidad
que f y f ′ no tienen ráıces en común. Si z es ráız de f ′ obtenemos que

0 =
f ′(z)

f(z)
=

d∑
i=1

1

z − λi
=

d∑
i=1

z − λi
|z − λi|2

.

Si tomamos el conjugado obtenemos que

0 =

d∑
i=1

z − λi
|z − λi|2

= z

d∑
i=1

|z − λi|−2 −
d∑
i=1

λi|z − λi|−2,

de donde concluimos que

z =

d∑
i=1

|z − λi|−2∑d
i=1 |z − λi|−2

λi

es una combinación convexa de las ráıces de f(z).

Ahora veamos un operador que preserva estabilidad real que nos será
muy útil. A pesar de no ser tan elemental como los anteriores, sigue siendo
sencillo.

Lema 1.2.8. Si f(z1, . . . , zm) es estable (real estable), entonces también lo
es

(1− ∂zi)f ∀i.

Demostración. La demostración es similar a la propiedad de diferenciación.
Podemos tomar z2, . . . , zm números complejos fijos con parte imaginaria po-
sitiva. Entonces, el polinomio univariado q(z1) = p(z1, z2, . . . , zm) es estable.
Ahora, tomemos λ1, . . . , λd ∈ C las ráıces de q y supongamos sin pérdida de
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generalidad que q y q − q′ no tienen ráıces en común. Si z es ráız de q − q′,
entonces obtenemos que q(z) = q′(z) y por lo tanto

1 =
q′(z)

q(z)
=

d∑
i=1

1

z − λi
=

d∑
i=1

z − λi
|z − λi|2

.

Si denotamos por S =
∑d

i=1 |z− λi|−2 y tomamos el conjugado de la expre-
sión anterior, obtenemos que

1

S

d∑
i=1

|z − λi|−2 = 1 =
d∑
i=1

z − λi
|z − λi|2

= zS −
d∑
i=1

λi|z − λi|−2,

y concluimos que

z =
1

S

d∑
i=1

|z − λi|−2

(
λi +

1

S

)
es una combinación convexa de las ráıces de q recorridas 1

S a la derecha.
Como q no teńıa ráıces enH, entonces q−q′ tampoco y por lo tanto, (1−∂z1)f
es estable. El caso para i 6= 1 se sigue de la propiedad de permutación y el
caso real estable se sigue de ver que la operación preserva los coeficientes
reales.

En general, existe un teorema que caracteriza los operadores lineales
que preservan estabilidad (y estabilidad real), para ello se puede consultar el
Teorema 1.3 de [BB10], a continuación presentamos una versión simplificada,
sobretodo en notación, de este teorema. Sea Ck[z1, . . . , zn] el espacio vectorial
de polinomios complejos en z1, . . . , zn, donde cada variable tiene grado a lo
más k. Diremos que una transformación lineal es no degenerada si su rango
tiene dimensión al menos 2.

Teorema 1.2.9. Un operador lineal no degenerado T : Ck[z1, . . . , zn] →
C[z1, . . . , zn] preserva estabilidad real si y sólo si el polinomio 2n-variado

GT (z1, . . . , zn, w1, . . . , wn) := T
[
(z1 + w1)k . . . (zn + wn)k

]
es estable, donde el operador T sólo actúa en las variables z.

1.2.3. Construcción de familias que se entrelazan

Ahora utilizaremos la teoŕıa de estabilidad real para encontrar una fa-
milia de polinomios que se entrelazan bastante útil en las aplicaciones del
siguiente caṕıtulo. Empezaremos por ver unos lemas sencillos de álgebra
lineal.

Lema 1.2.10. Si A es una matriz invertible y u, v son vectores, entonces
det(A+ uv∗) = det(A) det(1 + v∗A−1u).
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Demostración. Basta observar que

det(I + uv∗) = det

((
I 0
v∗ 1

)(
I + uv∗ u

0 1

)(
I 0
−v∗ 1

))

= det

(
I u
0 1 + v∗u

)
= 1 + v∗u,

y por lo tanto

det(A+ uv∗) = det(A) det(I + (A−1u)v∗) = det(A)(1 + vT (A−1u)).

El lema anterior nos ayuda a demostrar el siguiente teorema que es bas-
tante conocido, para ver su demostración referimos al lector al caṕıtulo 6 de
[Mey00] o a la sección 15.8 de [Har97].

Teorema 1.2.11 (Fórmula de Jacobi). Para una matriz cuadrada invertible
A y otra matriz B de las mismas dimensiones,

∂x det[xA+B] = det[xA+B]Tr[A(xA+B)−1].

En particular si evaluamos en x = 0 obtenemos que

∂x det(xA+B)|x=0 = det(B)Tr(AB−1).

Por último, utilizamos el teorema anterior para derivar el siguiente lema
que nos será bastante útil.

Lema 1.2.12. Para toda matriz cuadrada A y vector aleatorio v tenemos
que

Edet(A− vv∗) = (1− ∂t) det(A+ tEvv∗)|t=0.

Demostración. Primero supongamos que A es invertible. Por el lema del
determinante de matrices, tenemos que

Edet(A− vv∗) = Edet(A)(1− v∗A−1v) = Edet(A)(1− Tr(A−1vv∗))

= det(A)(1− ETr(A−1vv∗)) = det(A)− det(A)Tr
(
A−1Evv∗

)
.

Por otro lado, del teorema anterior tenemos que

(1− ∂t) det (A+ tEvv∗) = det (A+ tEvv∗)− det(A)Tr(A−1Evv∗),

y tomando t = 0 terminamos.
Si A no es invertible, podemos tomar una sucesión de matrices invertibles

que tienda a A y por continuidad (ya que la expresión a la que queremos lle-
gar es un polinomio en las entradas de la matriz), concluimos que el teorema
también se vale para A.
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A continuación presentamos la definición de polinomio caracteŕıstico
mixto, cuyo nombre está inspirado en el discriminante mixto, al cual se
asemeja en la definición a pesar de ser bastante distinto en su estructura.

Definición 1.2.13 (Polinomio caracteŕıstico mixto). Dadas A1, . . . , Am,
matrices de tamaño n×n, definimos su polinomio caracteŕıstico mixto como

µ[A1, . . . , Am](x) =

(
m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

m∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zm=0

.

Utilizando inductivamente el lema anterior podemos obtener que el poli-
nomio caracteŕıstico esperado de una suma de matrices aleatorias de rango
1 es una función de la covarianza de las matrices.

Teorema 1.2.14. Sean v1, v2, . . . , vm vectores columna aleatorios e inde-
pendientes en Cd. Para cada i sea Ai = Eviv∗i . Entonces

Eχ

[
m∑
i=1

viv
∗
i

]
(x) = µ[A1, . . . , Am](x).

Demostración. La idea de la demostración es probar por inducción sobre el
número de vectores, k, que involucramos. Incluso podemos tomar cualquier
matriz M en lugar de xI, es decir, veremos que para toda matriz M ,

Edet

(
M −

k∑
i=1

viv
∗
i

)
(x) =

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
M +

k∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

.

El caso base k = 0 es directo ya que

Edet (M) (x) = det(M).

Para el paso inductivo supongamos que el resultado se cumple para j < k
y veamos que se vale para k. Para ello basta hacer una cadena de igual-
dades donde utilizamos la independencia de los vectores, el lema anterior,
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linealidad y la hipótesis de inducción:

Edet

(
M −

k∑
i=1

viv
∗
i

)
= Ev1,...,vk−1

Evk det

(
M −

k−1∑
i=1

viv
∗
i − vkv∗k

)

= Ev1,...,vk−1
(1− ∂zk) det

(
M −

k−1∑
i=1

viv
∗
i + zkAk

)∣∣∣∣∣
zk=0

= (1− ∂zk)Ev1,...,vk−1
det

(
(M + zkAk)−

k−1∑
i=1

viv
∗
i

)∣∣∣∣∣
zk=0

= (1− ∂zk)

(
k−1∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
M + zkAk +

k∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk−1=0

∣∣∣∣∣∣
zk=0

=

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
M +

k∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

,

con lo cual terminamos la inducción y el caso k = m nos da el resultado
deseado.

Ahora, de la Proposición 1.2.5 y el Lema 1.2.8 se sigue el siguiente re-
sultado.

Corolario 1.2.15. El polinomio caracteŕıstico mixto de matrices semidefi-
nidas positivas tiene todas sus ráıces reales.

Demostración. Primero empezamos con el polinomio multivariado

det

(
xI +

m∑
i=1

ziAi

)
,

el cual sabemos que es real estable gracias a la Proposición 1.2.5. Luego, el
Lema 1.2.8 nos dice que el operador 1− ∂ preserva estabilidad real, y por lo
tanto, (

m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

m∑
i=1

ziAi

)
también es real estable. Por último, la propiedad de evaluación nos dice que
evaluar z1 = · · · = zm = 0 preserva estabilidad real, por lo que obtenemos
que

µ[A1, . . . , Am](x) =

(
m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

m∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zm=0

,

es real estable, y como es un polinomio univariado, por la Observación 1.2.2
nos dice que tiene ráıces reales.

18



Por último, usaremos lo anterior para ver que cualquier sucesión de vec-
tores aleatorios independientes con soporte finito, v1, . . . , vm definen una
familia de polinomios que se entrelaza. Este resultado es bastante útil para
dos de nuestras aplicaciones.

Teorema 1.2.16. Para v1, . . . , vm vectores aleatorios independientes, sea li
el tamaño del soporte, {wi,1, . . . , wi,li}, de vi, y supongamos que toma cada
valor con probabilidad pi,1, . . . , pi,li , respectivamente. Para j1 ∈ [li], . . . , jm ∈
[lm], definamos

qj1,...,jm =

(
m∏
i=1

pi,ji

)
χ

[
m∑
i=1

wi,jiw
∗
i,ji

]
(x).

Para 1 ≤ k ≤ m y j1 ∈ [l1], . . . , jk ∈ [lk], definimos

qj1,...,jk =

(
k∏
i=1

pi,ji

)
Evk+1,...,vmχ

[
k∑
i=1

wi,jiw
∗
i,ji +

m∑
i=k+1

viv
∗
i

]
(x).

Por último, definimos

q∅ = Ev1,...,vmχ

[
m∑
i=1

viv
∗
i

]
(x).

Entonces los polinomios qj1,...,jm forman una familia que se entrelaza, en el
sentido de la Observación 1.1.7.

Demostración. Si queremos ver que los polinomios qj1,...,jm forman una fa-
milia que se entrelaza, necesitamos demostrar que para cualquier asignación
parcial j1, . . . , jk (posiblemente vaćıa) se cumple que los polinomios

{qj1,...,jk,t(x)}t=1,...,lk

tienen un entrelazado común. Por el Lema 1.1.5 sabemos que basta probar
que para cualesquiera reales λ1, . . . , λlk+1

que sumen 1, el polinomio

lk+1∑
t=1

λtqj1,...,jk,t(x)

tiene ráıces reales. Para ello, podemos tomar la variable aleatoria u que
toma el valor wk+1,t con probabilidad λt para t = 1, . . . , lk+1. De esta forma
tenemos que

lk+1∑
t=1

λtqj1,...,jk,t(x) =

(
k∏
i=1

pi,ji

)
Eu,vk+2,...,vmχ

[
k∑
i=1

wi,jiw
∗
i,ji + uu∗ +

m∑
i=k+2

viv
∗
i

]
(x)
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=

(
k∏
i=1

pi,ji

)
µ

w1,j1w
∗
1,j1 , . . . , wk,jkw

∗
k,jk

,

lk+1∑
t=1

λtwk+1,tw
∗
k+1,t,Evk+2v

∗
k+2, . . . ,Evmv∗m

 ,
que es múltiplo de un polinomio caracteŕıstico mixto y por lo tanto tiene
ráıces reales gracias al Corolario 1.2.15.
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Caṕıtulo 2

Aplicaciones

En este caṕıtulo estudiaremos los tres primeros art́ıculos de la serie de
polinomios que se entrelazan. El caṕıtulo está dividido en tres secciones, una
por cada art́ıculo, en cada sección primero repasaremos los preliminares ne-
cesarios para presentar los resultados principales y posteriormente veremos
las demostraciones. Estas demostraciones siguen dos pasos esenciales:

1. Reducir el problema original al problema de analizar el polinomio ca-
racteŕıstico esperado.

2. Calcular el polinomio caracteŕıstico esperado y acotar sus ráıces.

Para el primer paso utilizaremos las ideas del caṕıtulo anterior. Primero
veremos que los polinomios forman una familia de polinomios que se entrela-
zan utilizando la teoŕıa de estabilidad real y luego aplicaremos la técnica de
familias de polinomios que se entrelazan. El segundo paso vaŕıa dependiendo
de cada art́ıculo, en algunos casos utilizaremos cotas con las que ya se con-
taba previamente y en otros utilizaremos herramientas novedosas como una
generalización multivariada del argumento barrera, el cual fue introducido
por Batson, Spielman y Srivastava en [BSS12].

2.1. Gráficas de Ramanujan Bipartitas de Todos
los Grados

Esta sección está basada en el primer art́ıculo de la serie [MSS15b].
En este art́ıculo se demuestra la existencia de familias infinitas de gráficas
de Ramanujan regulares bipartitas para cada grado mayor a 2. Para ello
se utiliza una variante de la conjetura de Bilu y Linial sobre la existencia
de 2-levantamientos adecuados para cada gráfica. Además, se demuestra
la existencia de familias infinitas de gráficas de Ramanujan “irregulares”
bipartitas.
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Comenzaremos con una introducción y motivación rápida, para luego
plantear el problema y la solución utilizando familias de polinomios que se
entrelazan.

2.1.1. Introducción

Notación 2.1.1. Dada G una gráfica con n vértices, denotaremos por AG (o
simplemente A si no hay ambigüedad) a su matriz de adyacencia, por χ(AG)
a su polinomio caracteŕıstico y por λ1(AG) ≥ λ2(AG) ≥ · · · ≥ λn(AG) a sus
valores propios (omitiremos el paréntesis si no hay ambigüedad).

Observación 2.1.2. 1. Si G es d-regular, entonces A1 = d1 donde 1 es
el vector de n unos y es sencillo ver que entonces λ1 = d (este es un
valor propio trivial).

2. Si G es bipartita, entonces sus valores propios son simétricos alrededor
del cero. Si además es d-regular, entonces λn = −d (este seŕıa otro valor
propio trivial).

3. G es conexa si y sólo si λ2 < d.

Se dice que una gráfica finita es un expansor si es dispersa y tiene fuer-
tes propiedades de conexidad, las cuales se cuantifican dependiendo de los
vértices o aristas en ella. Intuitivamente, una gráfica es un buen expansor
si cada subconjunto de vértices que no es “muy grande” tiene una vecindad
“grande”. En términos de sus valores propios, una gráfica d-regular, G, es
un buen expansor si los valores absolutos de sus valores propios no triviales
son pequeños respecto a d. El estudio de gráficas que son buenos expanso-
res tiene varias aplicaciones a teoŕıa de la complejidad, el diseño de redes
computacionales robustas, y a la teoŕıa de códigos de corrección de errores,
es por ello que es importante encontrar buenos expansores. En este traba-
jo sólo trataremos informalmente a las gráficas expansoras ya que sólo se
usan como motivación, al lector interesado en las definiciones formales y sus
aplicaciones en ciencas de la computación lo referimos a [HLW06].

Ejemplo 2.1.3. Intuitivamente es claro por qué las gráficas completas son
buenos expansores, ya que tienen muchas aristas. En efecto, se puede ver que
Kd y Kd,d, la gráfica completa de d vértices y la gráfica bipartita completa
con 2 componentes de d vértices, cada una tiene todos sus valores propios
no triviales iguales a −1 y 0, los cuales son pequeños respecto a d (cuando
d crece) y por lo tanto son buenos expansores.

Para las aplicaciones que mencionamos nos gustaŕıa buscar gráficas que
tengan menos aristas y sigan siendo buenos expansores. Por ejemplo, nos
gustaŕıa construir infinitas familias de gráficas d-regulares con n vértices, en
donde d sea fijo mientras que n→∞.
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En 1886, Alon y Boppana vieron que el intervalo más pequeño en el cual
pod́ıan caer los valores propios no triviales teńıa que ser [−2

√
d− 1, 2

√
d− 1].

A continuación enunciamos el teorema formalmente, para más información
sobre este resultado referimos al lector a [Alo86] y [Nil91].

Teorema 2.1.4. Para cada entero d ≥ 3 y cada ε > 0, existe un n0 tal que
toda gráfica d-regular G con más de n0 vértices tiene un valor propio no
trivial que es mayor a 2

√
d− 1− ε.

Esto nos da una idea de cuáles pueden ser los mejores expansores a los
que aspiramos para un d fijo y motiva la siguiente definición.

Definición 2.1.5 (Gráficas de Ramanujan). Una gráfica d-regular G es de
Ramanujan si todos sus valores propios no triviales tienen valor absoluto a
lo más 2

√
d− 1.

De acuerdo a lo que vimos antes para buenos expansores, este tipo de
gráficas seŕıan los mejores expansores posibles y en ello radica su impor-
tancia. A continuación presentamos un breve resumen de la historia sobre
gráficas de Ramanujan:

En 1988, Margulis [Mar88] y Lubotzky-Phillips-Sarnak [LPS88] vieron
que existen infinitas sucesiones de gráficas Ramanujan para d = p+ 1
con p primo. Para estas demostraciones se utilizaron gráficas de Cayley
y análisis basados en teoŕıa de números. En otros trabajos, [Chi92],
[JL97], [Mor94] y [Piz90], se encontraron construcciones de gráficas de
Ramanujan para d = pk + 1 con p primo y k ≥ 1.

En 1994, en el Problema 10.7.3 de [Lub10], Lubotzky planteó la pre-
gunta de si existen familias infinitas de gráficas de Ramanujan para
cada grado mayor a 2.

En 2003, Friedman [Fri03a] demostró que casi toda gráfica d-regular
casi cumple la cota para ser Ramanujan. Es decir, para todo ε > 0,
el valor absoluto de todos los valores propios no triviales de casi toda
matriz d-regular suficientemente grande son a lo más 2

√
d− 1 + ε.

En 2006, Bilu y Linial [BL06] conjeturan que se pueden construir fami-
lias haciendo 2-levantamientos de gráficas, los cuales definiremos más
adelante.

En 2012, en el caso irregular, Puder [Pud15], demostró que con alta
probabilidad un levantamiento de orden mayor de una gráfica G tiene
nuevos valores propios acotados en valor absoluto por

√
3ρ, donde ρ

es el radio espectral de la cubierta universal de G, la cual definiremos
más adelante.
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En 2013, Marcus, Spielman y Srivastava [MSS13] demostraron que
existen infinitas familias de gráficas Ramanujan bipartitas para ca-
da d ≥ 3. Además, demostraron la existencia de familias infinitas de
gráficas de Ramanujan “irregulares” bipartitas. Estos serán los re-
sultados que presentaremos en esta sección.

En 2015, Marcus, Spielman y Srivastava [MSS15d] probaron que para
cada n (par) y para cada d ≥ 3, existe una multigráfica de Ramanujan
bipartita d-regular. Este resultado lo presentaremos en el siguiente
caṕıtulo.

2.1.2. Preliminares

2-levantamientos

La estrategia que Bilu y Linial propusieron en [BL06] para construir
familias infinitas de gráficas de Ramanujan era encontrar una forma de du-
plicar el número de vértices sin cambiar el grado ni agregar valores propios
con valor absoluto mayor a 2

√
d− 1. Una operación que cumple con duplicar

el número de vértices sin cambiar el grado es un 2-levantamiento.

Definición 2.1.6. Dada una gráfica G = (V,E) con V = {v1, . . . , vn}, un
2-levantamiento de G es una gráfica Ĝ = (V̂ , Ê) con V̂ = {w1, u1, w2, u2, . . . ,
wn, un}, es decir, construimos dos vértices wi, ui por cada vértice vi ∈ V . A
este par de vértices se le conoce como la fibra del vértice original. A cada
arista en G le corresponden dos aristas en Ĝ. Si (vi, vj) es una arista en E,
consideramos las fibras {wi, ui} y {wj , wj} de vi y vj , respectivamente, y en
Ê ponemos alguno de los dos pares de aristas siguientes, ya sea

{(wi, wj), (ui, uj)} o {(wi, uj), (ui, wj)}.

Observación 2.1.7. 1. La definición de 2-levantamiento es equivalente
a decir que existe una cubierta 2 : 1 de Ĝ a G. Donde una cubierta es
un homomorfismo de gráficas π : V̂ → V que manda de forma biyectiva
la estrella (conjunto de vértices vecinos) de cada vértice v̂ ∈ V̂ a la
estrella de π(v). Si hay una cubierta (de cualquier orden) de Ĝ a G,
decimos que Ĝ es un levantamiento de G y que G es un cociente de Ĝ.

Figura 2.1: A la izquierda se encuentra un camino de 3 aristas, a la derecha
sus 23 = 8 posibles 2-levantamientos.
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2. En total tendremos 2m posibles 2-levantamientos de G, donde m es la
cantidad de aristas de G.

3. Si en Ê sólo ponemos parejas del primer tipo {(wi, wj), (ui, uj)}, ob-
tendremos dos copias disjuntas de la gráfica original.

4. Si en Ê sólo ponemos parejas del segundo tipo {(wi, uj), (ui, wj)},
obtendremos la doble-cubierta de G.

5. Si {wi, ui} es la fibra de vi entonces grad(wi) = grad(ui) = grad(vi).
Por lo tanto, cualquier 2-levantamiento, Ĝ, de una gráfica d-regular,
G, también será d-regular.

6. Si G es bipartita, entonces cualquier 2-levantamiento, Ĝ, es bipartito
(basta meter en cada parte las fibras de los vértices que originalmente
estaban en esa parte).

7. A cada 2-levantamiento, le podemos asignar un signado s : E → {±1}
de las aristas de G. Para ello tomamos s(vi, vj) = 1 si en Ĝ aparece
la primera pareja {(wi, wj), (ui, uj)}, y tomamos s(vi, vj) = −1 si en
Ĝ aparece la segunda pareja {(wi, uj), (ui, wj)}. Al tener esto pode-
mos definir la matriz de adyacencia signada As como la misma que la
matriz de adyacencia A de G, excepto que ahora, en la entrada corres-
pondiente al vértice (vi, vj) escribimos s(vi, vj), es decir, dejamos un
1 si aparece la primer pareja, y ponemos un -1 si aparece la segunda.

8. Lo interesante de asociar esta matriz signada a cada levantamiento es
que los valores propios de un 2-levantamiento de G son la unión, con
multiplicidades, de los valores propios de su matriz de adyacencia, A,
y los valores propios de la matriz de adyacencia signada As asociada
al levantamiento, (ver Lema 3.1 de [BL06]). Imitando la notación de
Friedman [Fri03b], diremos que los valores propios de A son los valores
propios viejos y que los valores propios de As son los valores propios
nuevos.

Bilu y Linial demostraron que toda gráfica de grado máximo d tiene un
signado, s, tal que los valores propios de As tienen valor absoluto a lo más
O(
√
d log3 d) y conjeturaron que toda gráfica d-regular tiene un signado, s,

tal que los valores propios de As tienen valor absoluto a lo más 2
√
d− 1.

Observación 2.1.8. Observemos que si esta conjetura es cierta, entonces
podemos obtener una familia infinita de gráficas de Ramanujan d-regulares.
Para ello, podemos tomar un gráfica G que sea d-regular y Ramanujan, y
construir una que cumpla lo mismo y tenga el doble de vértices. Esta gráfica
será precisamente el 2-levantamiento asociado al signado s que cumple la
conjetura. Observemos que este 2-levantamiento tiene el doble de vértices,
es d-regular y Ramanujan. Las primeras dos propiedades se siguen de la
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definición y observaciones anteriores, la última se sigue de que los valores
propios del 2-levantamiento son los de A y As, los de As están acotados
en valor absoluto por 2

√
d− 1 gracias a la conjetura, y los valores propios

no triviales de A están acotados en valor absoluto por 2
√
d− 1 por que

G es Ramanujan. De esta forma, si empezamos con Kd+1, que sabemos
es d-regular y Ramanujan, podemos utilizar la conjetura para obtener una
familia infinita de gráficas de Ramanujan d-regulares. Hay que recalcar que
los tamaños de las gráficas en esta familia sólo serián de la forma 2j(d+ 1).

Utilizando la técnica de polinomios que se entrelazan podremos demos-
trar que toda gráfica d-regular tiene un signado, s, tal que los valores propios
de As son a lo más 2

√
d− 1. La diferencia con la conjetura original es que

no se tiene una cota por abajo (o del valor absoluto), sólo por arriba, esto
tiene sentido ya que si recordamos los resultados para familias de polino-
mios que se entrelazan, sólo eramos capaces de controlar una ráız a la vez.
Sin embargo, gracias al hecho de que los valores propios de gráficas bipar-
titas son simétricos respecto a 0, si acotamos sus valores propios por arriba
obtenemos automáticamente una cota por abajo.

Observación 2.1.9. Como los 2-levantamientos de bipartitas siguen siendo
bipartitas, podemos hacer exactamente el mismo proceso (pero empezando
con Kd,d, que sabemos es d-regular, Ramanujan y bipartita), para obtener
una familia infinita de gráficas de Ramanujan, bipartitas y d-regulares.

Cubierta universal

Ahora presentaremos los preliminares necesarios para demostrar la exis-
tencia de familias infinitas de gráficas de Ramanujan “irregulares” bipartitas.

Definición 2.1.10. Para c, d ≥ 2 decimos que una gráfica bipartita es (c, d)-
biregular si todos los vértice de un lado de la bipartición tienen grado c y
todos los vértices del otro lado tienen grado d. La matriz de adyacencia de
una gráfica (c, d)-biregular siempre tiene valores propios ±

√
cd, a los cuales

llamaremos valores propios triviales.

Fen y Li [FL96] (ver también [LS96]) probaron una generalización de
la cota de Alon y Boppana que aplica para gráficas (c, d)-biregulares: Para
ε > 0, cualquier gráfica (c, d)-biregular suficientemente grande tiene un valor
propio no trivial mayor a

√
c− 1 +

√
d− 1− ε. Lo anterior, motiva a decir

que una gráfica (c, d)-biregular es Ramanujan si todos sus valores propios
no triviales tienen valor absoluto menor o igual a

√
c− 1+

√
d− 1. También

utilizaremos la técnica de familias de polinomios que se entrelazan para
demostrar la existencia de familias infinitas de gráficas de Ramanujan (c, d)-
biregulares para c, d ≥ 3.

Tanto la cota de Alon y Boppana como la de Feng y Li se pueden ver
como casos particulares de un fenómeno más general. Para entenderlo nece-
sitaremos introducir el concepto de cubierta universal.
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Definición 2.1.11. 1. Una caminata en una gráfica es una sucesión de
vértices (v0, . . . , vn) tal que cualquier pareja consecutiva (vi, vi+1) es
una arista de la gráfica.

2. Una caminata es simple si no repite vértices.

3. Una caminata es de no retroceso si vi−1 6= vi+1 para todo i.

4. Decimos que una caminata w′ es continuación de una caminata w si
se obtiene añadiendo un vértice, digamos w = (v0, . . . , vn) y w′ =
(v0, . . . , vn, vn+1) para algún vn+1.

5. La cubierta universal con ráız v0 de una gráfica G es la gráfica T cuyos
vértices son todas las caminatas de no retroceso en G que empiezan
en v0. Dos vértices w, w′ de T son adyacentes si uno es continuación
del otro. Se puede ver que la cubierta universal es única salvo iso-
morfismo y es independiente de la elección de la ráız v0. También se
sabe que la cubierta universal es el único árbol infinito tal que cual-
quier levantamiento conexo de G es cociente de T , (ver caṕıtulo 6 de
[HLW06]). Nota: en caso de que G sea un árbol, el mismo seŕıa su
cubierta universal.

6. Denotaremos por AT a la matriz de adyacencia de una cubierta uni-
versal T , se puede ver que es una matriz simétrica infinita.

7. El radio espectral ρ(T ) de una cubierta universal T se define como

ρ(T ) = sup
‖x‖2=1

‖ATx‖2,

donde ‖x‖22 :=
∑∞

i=1 x(i)2 cuando la serie converge.

8. El radio espectral de un árbol finito es la norma de su matriz de
adyacencia.

La cota que generaliza a Alon-Boppana y Feng-Li es de Greenberg [Gre95]
(ver también [Cio06]) .

Teorema 2.1.12. Para todo ε > 0 y toda familia infinita de gráficas con la
misma cubierta universal, T , cualquier gráfica suficientemente grande tiene
un valor propio no trivial mayor a ρ(T ) − ε. Donde al igual que antes, el
mayor valor propio (y el menor en el caso bipartito) se considera trivial.

El teorema anterior motiva la definición en general de una gráfica de
Ramanujan (ver [Gre95] o Definición 6.7 de [HLW06]).

Definición 2.1.13. Una gráfica arbitraria es de Ramanujan si todos sus
valores propios no triviales tienen valor absoluto menor o igual al radio
espectral de su cubierta universal.
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Observación 2.1.14. Como la cubierta universal de una gráfica d-regular
es el árbol d-regular infinito, que se sabe tiene radio espectral 2

√
d− 1 (ver

[GM88]) entonces el teorema anterior generaliza la cota de Alon y Boppana.
Por otro lado, como la cubierta universal de una gráfica (c, d)-biregular es
el árbol (c, d)-biregular infinito en el que los grados de los vértices alternan
entre c y d entre cada nivel y como este árbol tiene radio espectral

√
c− 1 +√

d− 1 (ver [LS96]) entonces el teorema anterior generaliza la cota de Feng
y Li.

Previo al art́ıculo de Marcus, Spielman y Srivastava se hab́ıan realizado
varios estudios de levantamientos aleatorios de gráficas, algunos resultados
sobre el espectro se pueden encontrar en [ABG10], [AL06], [ALM02], [LR05],
[LP10], [LSV11].

El polinomio de emparejamientos

En esta sección introduciremos los resultados necesarios para analizar el
polinomio f∅ que obtendremos de ver a los polinomios caracteŕısticos de las
matrices signadas como una familia de polinomios que se entrelazan. Resulta
que este será el polinomio de emparejamientos que ya hab́ıa sido estudiado
antes.

Empezaremos con la siguiente definición de Heilmann y Lieb [HL72].

Definición 2.1.15 (Polinomio de Emparejamientos). 1. Un emparejamien-
to en una gráfica es un subconjunto de sus aristas, donde no hay dos
que compartan un vértice. Denotaremos por mi al número de empa-
rejamientos con i aristas de una gráfica G (con m0 = 1).

2. Definimos el polinomio de emparejamientos de una gráfica G con n
vértices como

µG(x) =
∑
i≥0

xn−2i(−1)imi.

El siguiente teorema de Godsil y Gutman [GG81] nos dice que el poli-
nomio caracteŕıstico esperado es el polinomio de emparejamientos.

Teorema 2.1.16. Dada una gráfica G, fijemos un orden en sus vértices.
Para s ∈ {±1}m denotemos por As a la matriz de adyacencia signada co-
rrespondiente a s y denotemos por fs(x) = det(xI−As) al polinomio carac-
teŕıstico de As. Entonces se cumple que

Es∈{±1}m [fs(x)] = µG(x),

donde suponemos que s se distribuye uniformemente en {±1}m.

Para ver una demostración simple de este teorema se puede consultar el
Apéndice A de [MSS15b]. A continuación, utilizamos el concepto de árbol
de caminos de Godsil [God81] y [God93] para obtener cotas de las ráıces del
polinomio de emparejamientos.
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Definición 2.1.17. Dada una gráfica G y un vértice u, el árbol de caminos
P (G, u) contiene un vértice por cada caminata simple en G que comienza
en u. Dos vértices en P (G, u) son adyacentes si la caminata simple que
corresponde a uno de ellos es la continuación de la caminata simple que le
corresponde al otro.

Teorema 2.1.18. Sea P (G, u) el árbol de caminos de G. Entonces el po-
linomio de emparejamientos de G divide al polinomio caracteŕıstico de la
matriz de adyacencia de P (G, u). En particular, todas las ráıces de µG(x)
son reales y tienen valor absoluto a lo más ρ(P (G, u)).

Del teorema anterior podemos derivar el siguiente lema.

Lema 2.1.19. Sea G una gráfica y T su cubierta universal. Entonces las
ráıces de µG(x) están acotadas en valor absoluto por ρ(T ).

Observación 2.1.20. El caso particular del Teorema 2.1.18, donde vemos
que las ráıces de µG(x) son reales tambien aparece como el Teorema 4.2 de
[HL72]. El Lema 2.1.19 en el caso de una gráfica G con grado máximo d nos
dice que las ráıces de µG(x) tienen valor absoluto menor o igual a 2

√
d− 1,

este resultado también se puede consultar en el Teorema 4.3 de [HL72].

2.1.3. Resultado principal

Con los preliminares que acabamos de presentar, ya estamos listos para
obtener el resultado principal.

Teorema 2.1.21. Los polinomios {fs}s∈{±1}m forman una familia que se
entrelaza.

Demostración. Nos gustaŕıa utilizar el Teorema 1.2.16, para poder aplicarlo
diremos cuáles son los vectores columna aleatorios v1, . . . , vm. Definimos vi
como el vector aleatorio que toma los valores vi,1 = eu + ev y vi,−1 = eu− ev
con probabilidad 1

2 cada uno, donde suponemos que la arista i de G tiene co-
mo extremos a los vértices u y v, y denotemos por eu = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T

al vector unitario en dirección u (un 1 en la posición u y n − 1 ceros). En-
tonces en el caso en que la gráfica sea d-regular tendremos que

As + Id =

m∑
i=1

vi,siv
T
i,si ,

donde s = (s1, . . . , sm). En el caso en que la gráfica no sea d-regular, pode-
mos suponer que d es el grado máximo y agregar los vectores vm+1, vm+2, . . . , vm+n

que serán deterministas y serán de la forma vm+u =
√
d− grad(u)eu para

que de esta forma tengamos que

As + Id =
m∑
i=1

vi,siv
T
i,si +

n∑
i=1

vm+iv
T
m+i.
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Continuaremos con el caso d-regular porque es más simple la notación, pero
el otro caso es análogo. Entonces por el Teorema 1.2.16, sabemos que los
polinomios

qs1,...,sm(x) =
1

2m
χ

[
m∑
i=1

vi,siv
T
i,si

]

=
1

2m
det(xI −As − Id) =

1

2m
det(I(x− d)−As) =

fs(x− d)

2m
,

forman una familia que se entrelaza. Como multiplicar por 2m no modifica
las ráıces y evaluar en x+d en lugar de en x sólo recorre las ráıces d unidades
a lo largo del eje x, concluimos que los polinomios {fs}s∈{±1}m forman una
familia que se entrelaza.

Teorema 2.1.22. Sea G una gráfica con matriz de adyacencia A y cubierta
universal T . Entonces existe un signado s de A tal que todos los valores
propios de As son a lo más ρ(T ). En particular, si G es d-regular, entonces
existe un signado s tal que los valores propios de As son a lo más 2

√
d− 1.

Demostración. Por el teorema anterior sabemos que {fs}s∈{±1}m forman
una familia que se entrelaza. Por el Teorema 2.1.16 sabemos que

f∅ = Es∈{±1}m [fs(x)] = µG(x),

y por el Teorema 1.1.8 y el Lema 2.1.19 concluimos que existe un s tal que

λ1(fs) ≤ λ1(µG) ≤ ρ(T ).

Para el caso regular observamos que la cubierta universal de una gráfica
d-regular es el árbol infinito d-regular y este tiene radio espectral a lo más
2
√
d− 1.

Lema 2.1.23. Cualquier valor propio no trivial de una gráfica (c, d)-biregular
completa es cero.

Demostración. La matriz de adyacencia de esta gráfica tiene rango 2, aśı
que todos sus valores propios distintos de −

√
cd y

√
cd deben ser cero.

Teorema 2.1.24. Para cada d ≥ 3, existe una sucesión infinita de gráficas
d-regulares bipartitas de Ramanujan.

Demostración. El Teorema 2.1.22 prueba la conjetura de Bilu y Linial, mien-
tras que en las Observaciones 2.1.8 y 2.1.9 ya vimos como demostrar este
teorema a partir de la conjetura.

Teorema 2.1.25 (5.6 IF1). Para cada c, d ≥ 3, existe una sucesión infinita
de gráficas (c, d)-biregulares bipartitas de Ramanujan.
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Demostración. La demostración de este teorema es análoga al anterior. El
Lema 2.1.23 nos permite iniciar con la gráfica (c, d)-biregular completa y
el Teorema 2.1.22 nos permite aplicar un 2-levantamiento de una gráfica
(c, d)-biregular de Ramanujan y obtener una gráfica (c, d)-biregular con el
doble de vértices (es fácil de la definición de 2-levantamiento) y que sigue
siendo de Ramanujan (ya que el radio espectral de su cubierta universal es
precisamente

√
c− 1 +

√
d− 1).

2.2. Solución del Problema de Kadison-Singer

Esta sección está basada en el segundo art́ıculo de la serie [MSS15c]. En
este art́ıculo, se utiliza el método de familias de polinomios que se entrelazan
para demostrar dos conjeturas, las cuales ya se sab́ıa que implicaban una
solución positiva del problema de Kadison-Singer. La primera es la conjetura
de Weaver KS2, y la segunda es una formulación de Casazza, Edidin, Kalra
y Paulsen [CEKP07] de la conjetura de adoquinado para la cual se obtienen
cotas expĺıcitas.

2.2.1. Introducción

En 1959, Kadison y Singer [KS59] plantearon la siguiente pregunta fun-
damental.

Pregunta 2.2.1 (Problema de Kadison-Singer). ¿Todo estado puro en el
álgebra (abeliana) de von Neumann, D, de los operadores diagonales acota-
dos en l2 tiene una única extensión a un estado puro en B(l2), el álgebra de
von Neumann de todos los operadores acotados en l2?

Una respuesta positiva es equivalente a varias conjeturas (Ver [And79a],
[And79b], [And81], [BT89], [CCLV05], [CT06], [Wea04]). Además, es una
implicación directa de la conjetura de adoquinado con proyecciones de Ake-
mann y Anderson (Conjetura 7.1.3 de [AA91]). Previo al resultado de Mar-
cus, Spielman y Srivastava, utilizando hipótesis más fuertes se hab́ıan en-
contrado soluciones parciales al problema en [BHKW88], [BT91], [BT89],
[Pau11], [BD11], [Law10], [AAT12], [Pop14]. Para una discusión de la histo-
ria y otras conjeturas relacionadas ver [CFTW06].

La forma en que Marcus, Spielman y Srivastava resolvieron el proble-
ma es por medio de la demostración de la conjetura de Weaver KS2 (ver
Teorema 2 de [Wea04]) que dice lo siguiente:

Conjetura 2.2.2 (KS2). Existen constantes universales η ≥ 2 y θ > 0 tales
que se cumple lo siguiente. Sean w1, . . . , wm ∈ Cd tales que ‖wi‖ ≤ 1 para
i = 1, . . . ,m y supongamos que

m∑
i=1

|〈u,wi〉|2 = η,
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para todo vector unitario u ∈ Cd. Entonces existe una partición S1, S2 de
{1, . . . ,m} tal que ∑

i∈Sj

|〈u,wi〉|2 ≤ η − θ,

para todo vector unitario u ∈ Cd y para j ∈ {1, 2}.

Se sabe que de esta conjetura se sigue directamente la conjetura de ado-
quinano con proyecciones (ver página 229 de [Wea04]). Por otro lado, vere-
mos una prueba de la conjetura de adoquinado original de Anderson:

Conjetura 2.2.3 (Adoquinado de Anderson). Para todo ε > 0 existe un
r ∈ N tal que para toda matriz autoadjunta compleja de n×n y con ceros en
la diagonal, T , existen proyecciones diagonales P1, . . . , Pr, con

∑r
i=1 Pi = I

tales que
‖PiTPi‖ ≤ ε‖T‖ para i = 1, . . . , r.

Una diferencia entre la conjetura de adoquinado y KS2 es que la pri-
mera se puede extender fácilmente a operadores infinitos con un sencillo
argumento de compactación (ver [And79a]) y luego se sigue inmediatamen-
te la solución al problema de Kadison-Singer tal como se menciona en el
Lema 5 art́ıculo original [KS59]. Por otro lado, la reducción del problema a
la conjetura de adoquinado con proyecciones requiere teoŕıa de operadores
no elemental.

2.2.2. Resultado principal

La clave para obtener mejores cotas a las que se teńıan anteriormente, y
por ende resolver el problema, radica en utilizar el método probabilista para
encontrar algo con probabilidad positiva en lugar de con alta probabilidad.
El resultado principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 2.2.4. Si ε > 0 y v1, . . . , vm ∈ Cd son vectores aleatorios inde-
pendientes con soporte finito tales que

m∑
i=1

Eviv∗i = Id, y E‖vi‖2 ≤ ε, ∀i,

entonces

P

[∥∥∥∥∥
m∑
i=1

viv
∗
i

∥∥∥∥∥ ≤ (1 +
√
ε)2

]
> 0

Si recordamos lo que vimos en el primer caṕıtulo, ya debeŕıamos tener
una idea de qué es lo que haremos para demostrar el resultado. Antes de
pasar a la demostración veamos cómo el teorema anterior implica el siguiente
corolario, que es una generalización de la Conjetura 2.2.2. De esta forma
quedará claro por qué este es justo el teorema que necesitamos.
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Corolario 2.2.5. Sea r un entero positivo y sean u1, . . . , um ∈ Cd vectores
tales que

m∑
i=1

Euiu∗i = I, y E‖ui‖2 ≤ δ, ∀i.

Entonces existe una partición {S1, . . . , Sr} de [m] tal que∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Sj

uiu
∗
i

∥∥∥∥∥∥ ≤
(

1√
r

+
√
δ

)2

, para j = 1, . . . , r.

Demostración. Lo que queremos hacer es encontrar una partición con r blo-
ques donde cada bloque tenga norma pequeña, y contamos con un teorema
que nos dice que podemos controlar la norma con probabilidad positiva, es
decir, para alguna realización. Entonces, lo que haremos será tomar todas
las posibles particiones y ver que con probabilidad positiva una de ellas nos
sirve. Para poder codificar las particiones tomaremos vectores de tamaño
rd, d por el tamaño del vector y r la cantidad de bloques de la partición.

Para cada i ∈ [m] y k ∈ [r], definimos wi,k ∈ Crd como la suma directa de
r vectores en Cd, de los cuales todos serán vectores de ceros, que denotaremos
por 0d, excepto el k-ésimo, en donde pondremos una copia de ui, es decir,

wi,1 =


ui
0d
...

0d
0d

 , wi,2 =


0d
ui
...

0d
0d

 , . . . , wi,r =


0d
0d
...

0d
ui

 .

El vector wi,k representará el evento en que el vector ui está en el bloque
k. Supondremos que cada vector ui tiene la misma probabilidad de estar en
cualquier bloque, es decir, para i ∈ [m], elegimos vi como el vector aleatorio
que toma los valores

√
rwi,1,

√
rwi,2, . . . ,

√
rwi,r cada uno con probabilidad

1
r . Observemos que el factor

√
r es sólo para que al tomar uiu

∗
i el r que

obtengamos se cancele con el 1
r de la probabilidad. Ahora, observemos que

Eviv∗i =
1

r

r∑
k=1

rwi,kw
∗
i,k =


uiu
∗
i 0d×d . . . 0d×d

0d×d uiu
∗
i . . . 0d×d

...
...

. . .
...

0d×d 0d×d . . . uiu
∗
i

 ,

por lo que
m∑
i=1

Eviv∗i = Ird,

y se cumple la primera condición del problema. Además, ‖vi‖2 = r‖ui‖2 ≤
rδ. Ahora, al utilizar el Teorema 2.2.4 con ε = rδ, obtenemos que existe
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una realización de los vi que cumple la cota, y basta tomar la partición de
forma que Sk = {i ∈ [m] : vi = wi,k} para k = 1, . . . , r, es decir, Sk será
precisamente el conjunto de vectores que en la realización quedaron en el
bloque k. Formalmente, la cota nos dice

(1 +
√
rδ)2 ≥

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

viv
∗
i

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
r∑

k=1

∑
i∈Sk

(
√
rwi,k)(

√
rwi,k)

∗

∥∥∥∥∥∥
= r

∥∥∥∥∥∥
r∑

k=1

∑
i∈Sk

wi,kw
∗
i,k

∥∥∥∥∥∥ ≥ r
∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Sk

wi,kw
∗
i,k

∥∥∥∥∥∥ = r

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Sk

uiu
∗
i

∥∥∥∥∥∥
y concluimos que∥∥∥∥∥∥

∑
i∈Sj

uiu
∗
i

∥∥∥∥∥∥ ≤ (
1√
r

+
√
δ)2, para j = 1, . . . , r.

Observación 2.2.6. Si tomamos r = 2 y δ = 1
18 , esto implica la Conjetura

2.2.2 para η = 18 y θ = 2.

Por otro lado, el Corolario 2.2.5 también implica la Conjetura 2.2.3 con
r = (6/ε)4. Para demostrarlo veremos primero una definición y un teorema.
Siguiendo al notación de [CEKP07] tenemos la siguiente definición.

Definición 2.2.7. Decimos que una matriz cuadrada, T , puede ser (r, ε)-
adoquinada, si hay proyecciones a las coordenadas, P1, . . . , Pr tales que

r∑
i=1

Pi = 1 y ‖PiTPi‖ ≤ ε‖T‖, ∀i ∈ {1, . . . , r}.

Necesitaremos también el Teorema 3 de [CEKP07], que se demuestra
fácilmente con álgebra lineal elemental.

Lema 2.2.8. Supongamos que existe una función r : R+ → N tal que toda
matriz de proyección, Q, de tamaño 2n× 2n y con todas sus entradas de la
diagonal iguales a 1/2, puede ser (r(ε), 1+ε

2 )-adoquinada para todo ε > 0.
Entonces toda matriz de n × n, autoadjunta y con zeros en la diagonal, T ,
puede ser (r2(ε), ε)-adoquinada para todo ε > 0.

Ya con esto, podemos demostrar el siguiente resultado, el cual es una
versión cuantitativa de la Conjetura 2.2.3

Teorema 2.2.9. Para todo ε > 0, toda matriz compleja, autoadjunta y con
zeros en la diagonal, T , puede ser (r, ε)-adoquinada con r = (6

ε )4.
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Demostración. Sea Q una matriz de proyección arbitraria de tamaño 2n×2n
y cuyas entradas en la diagonal son todas 1

2 . Entonces, Q = (u∗iuj)i,j∈[2n]

es la matriz de Gram de 2n vectores u1, . . . , u2n ∈ Cn con ‖ui‖2 = 1
2 = δ.

Si aplicamos el Corolario 2.2.5 a estos vectores para cualquier r, obtenemos
una partición S1, . . . , Sr de [2n]. Si tomamos Pk como la proyección en los
ı́ndices de Sk, tenemos que para cada k = 1, . . . , r

‖PkQPk‖ = ‖(u∗iuj)i,j∈Sk
‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Sk

uiu
∗
i

∥∥∥∥∥∥ ≤
(

1√
r

+
1√
2

)2

<
1

2
+

3√
r
.

Por lo tanto, para r = 36
ε , cualquier Q puede ser (r, 1+ε

2 )-adoquinada. Utili-
zando el Lema 2.2.8 terminamos.

Una buena pregunta es si se puede optimizar la dependencia de r en ε
en este teorema. En [CEKP07] se demuestra que lo más a lo cual se podŕıa
mejorar es a r = 1

ε2
.

2.2.3. Demostración del resultado principal

Para demostrar el Teorema 2.2.4, observemos que de las condiciones del
teorema es sencillo ver que podemos encontrar una familia de polinomios
que se entrelazan, y como en todas las aplicaciones, habrá que acotar la ráız
más alta del polinomio caracteŕıstico esperado, el cual sabemos que será
el polinomio caracteŕıstico mixto gracias al Teorema 1.2.14 . Primero nos
concentraremos en encontrar una cota para este polinomio y posteriormen-
te daremos la demostración completa del Teorema 2.2.4. El teorema que
queremos demostrar es el siguiente:

Teorema 2.2.10. Supongamos que A1, . . . , Am son matrices positivas se-
midefinidas con

∑m
i=1Ai = I y Tr(Ai) ≤ ε. Entonces,

λmáx(µ[A1, . . . , Am](x)) ≤ (1 +
√
ε)2.

Para demostrar este teorema comenzaremos por expresar a µ de otra
forma.

Lema 2.2.11. Supongamos que A1, . . . , Am son matrices hermitianas posi-
tivas semidefinidas. Si

∑m
i=1Ai = I, entonces

µ[A1, . . . , Am](x) =

(
m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
m∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zm=x

.

Demostración. Sabemos que para cualquier función diferenciable es lo mis-
mo diferenciar y evaluar zi + x que primero evaluar y luego diferenciar, es
decir,

∂yi(f(yi))|yi=zi+x = ∂zi(f(zi + x)).
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Entonces, basta tomar yi = zi + x para i = 1, . . . ,m y obtendremos que(
m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

m∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zm=0

=

(
m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
m∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zm=x

.

El lema anterior nos dice que

µ[A1, . . . , Am](x) = Q(x, x, . . . , x),

donde

Q(z1, . . . , zn) =

(
m∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
m∑
i=1

ziAi

)
.

Ahora nos gustaŕıa acotar las ráıces de la nueva expresión. Para ello lo mejor
será hacer una cota superior multivariada de las ráıces de Q. Para entender
bien a qué nos referimos con esto primero definiremos el conjunto Abp y las
funciones barrera.

Definición 2.2.12. Sea p(z1, . . . , zm) un polinomio multivariado. Decimos
que z ∈ Rm está por encima de las ráıces de p si

p(z + t) > 0, ∀ t = (t1, . . . , tm) ∈ Rm, ti ≥ 0,

es decir, si p es positivo para todo punto con todas sus coordenadas mayores
o iguales a las de z. Denotaremos por Abp al conjunto de puntos que están
arriba de las ráıces de p.

Entonces, para demostrar el Teorema 2.2.10 basta ver que ((1+
√
ε)2, . . . , (1+√

ε)2) ∈ AbQ. Para lograr esto hay que utilizar inductivamente el argumento
barrera. En particular, hay que construir el polinomio Q aplicando opera-
ciones de la forma (1− ∂yi), para poder tener un control de cómo vaŕıan las
ráıces se utilizan las siguientes funciones:

Definición 2.2.13 (Función barrera). Sea p un polinomio real estable y
z = (z1, . . . , zm) ∈ Abp. La función barrera de p en dirección i evaluada en
z es

Φi
p(z) =

∂zip(z)

p(z)
= ∂zi log p(z).

De forma equivalente podemos definir Φi
p como

Φi
p(z) =

q′z,i(zi)

qz,i(zi)
=

r∑
j=1

1

zi − λj
,
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donde la restricción univariada qz,i(t) = p(z1, . . . , zi−1, t, zi+1, . . . , zm) tiene
ráıces λ1, . . . , λr que sabemos son reales por la evaluación en polinomios
reales estables (ver Teorema 1.2.7). Observemos que los Φi

p son funciones de
m variables.

La propiedad importante que ocuparemos de las funciones barrera es
que arriba de las ráıces del polinomio estas funciones son no crecientes y
convexas en cada coordenada.

Lema 2.2.14. Supongamos que p es real estable y z ∈ Abp. Entonces para
1 ≤ i, j ≤ m y δ ≥ 0, se tiene

1. Monotonicidad, Φi
p(z + δej) ≤ Φi

p(z).

2. Convexidad, Φi
p(z + δej) ≤ Φi

p(z) + δ · ∂zjΦi
p(z + δej).

No demostraremos este lema ya que utiliza cosas más técnicas. Para la
demostración original de Marcus, Spielman y Srivastava se puede consultar
el Lema 5.7 de [MSS15c], ah́ı los autores utilizan una caracterización de
los polinomios bivariados reales estables. Esta caracterización se encuentra
en el Corolario 6.7 de [BB10], y se prueba utilizando una adaptación de
resultado de [HV07] que hicieron en [LPR05]. También se puede ver que el
lema anterior se sigue del Corolario 4.6 de [BGLS01]. Además, Terence Tao
presentó una prueba más elemental en su blog [Tao13].

Ya que tenemos estas propiedades a la mano, sólo nos falta ver la si-
guiente cota. Este será el último paso importante antes de poder demostrar
el Teorema 2.2.10.

Lema 2.2.15. Supongamos que p(z1, . . . , zm) es real estable, z ∈ Abp, y
δ > 0 cumple que

Φj
p(z) ≤ 1− 1

δ
.

Entonces para 1 ≤ i ≤ m se cumple que

Φi
p−∂zj p

(z + δej) ≤ Φi
p(z)

Para la demostración de este lema se puede consultar el Lema 5.7 de
[MSS15c]. Ya que tenemos estas herramientas, estamos listos para demostrar
el Teorema 2.2.10 y posteriormente el resultado principal del art́ıculo.

Demostración. Sean P (y1, . . . , ym) = det (
∑m

i=1 yiAi) y t =
√
ε + ε. Como

las matrices Ai son positivas semidefinidas y det (t
∑m

i=1Ai) = det(tI) > 0,
entonces (t, . . . , t) ∈ AbP . Por el Teorema 1.2.11 sabemos que

Φi
P (y1, . . . , ym) =

∂iP (y1, . . . , ym)

P (y1, . . . , ym)
= Tr

( m∑
i=1

yiAi

)−1

Ai

 .
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Por lo tanto,

Φi
P (t, . . . , t) =

Tr(Ai)

t
≤ ε

t
=

ε

ε+
√
ε
.

Tomamos φ = ε
ε+
√
ε
,

δ =
1

1− φ
= 1 +

√
ε,

y para k = 1, . . . ,m, definimos

Pk(y1, . . . , ym) =

(
k∏
i=1

(1− ∂yi)

)
P (y1, . . . , ym).

Sea x0 = (t, . . . , t) y xk = (t + δ, . . . , t + δ, t, . . . , t) el vector con t + δ en
las primeras k coordenadas y t en el resto. Inductivamente podemos ver que
xk ∈ AbPk

y que para 1 ≤ i ≤ m se tiene Φi
Pk

(xk) ≤ φ. El caso base es k = 0

y ya lo hicimos, ya que x0 = t1 ∈ AbP y Φi
P (t1) ≤ φ. Ahora, suponemos que

ya tenemos el resultado para j ≤ k y lo demostramos para k+1. Observemos
que Pk es real estable y por hipótesis de inducción sabemos que xk ∈ Abp,
δ > 0 y

Φk+1
Pk

(z) ≤ φ = 1− 1

δ
.

Entonce por el Lema 2.2.15 sabemos que para 1 ≤ i ≤ m se cumple que

Φi
Pk+1

(xk+1) = Φi
(1−∂yk+1

)Pk
(xk + δek+1) ≤ Φi

Pk
(xk) ≤ φ.

Además, como Φ es no creciente en cada coordenada y δek+1 es un vector
no negativo, tenemos que

∂yiPk(x
k+1)

Pk(xk+1)
= φiPk

(xk + δek+1) ≤ φiPk
(xk) < 1,

y por lo tanto Pk+1(xk+1) = (Pk − ∂yiPk)(xk+1) > 0. De lo anterior conclui-
mos que xk+1 ∈ AbPk+1

y terminamos la inducción. Entonces, tenemos que
xm = (t+ δ, . . . , t+ δ) ∈ AbPm y como

Pm(x, . . . , x) = Q(x, . . . , x) = µ[A1, . . . , Am](x),

concluimos que la ráız más grande de este último polinomio es a lo más

t+ δ = 1 +
√
ε+
√
ε+ ε = (1 +

√
ε)2.

Ahora śı, para demostrar el Teorema 2.2.4 basta usar lo que sabemos de
familias de polinomios que se entrelazan y la cota en las ráıces que acabamos
de obtener en el Teorema 2.2.10.

38



Demostración. Tomamos Ai = Evie∗i y observamos que para todo 1 ≤ i ≤
m,

Tr(Ai) = ETr(viv∗i ) = Ev∗i vi = E‖vi‖2 ≤ ε.

El Teorema 1.2.14 nos dice que el polinomio caracteŕıstico esperado de∑
i viv

∗
i es el polinomio caracteŕıstico mixto µ[A1, . . . , Am](x) y por el Teo-

rema 2.2.10 sabemos que la ráız más grande de este polinomio es a lo más
(1+
√
ε)2. Por último, el Teorema 1.2.16 nos dice que los polinomios qj1,...,jm

forman una familia que se entrelaza y el Teorema 1.1.8 implica que existen
j1, . . . , jm, tales que para esa realización∥∥∥∥∥
m∑
i=1

viv
∗
i

∥∥∥∥∥ ≤ λmáx

(
χ

(
m∑
i=1

viv
∗
i

))
≤ λmáx(µ[A1, . . . , Am](x)) ≤ (1 +

√
ε)2.

2.3. Invertibilidad Restringida

Esta sección esta basada en el tercer art́ıculo de la serie [MSS17]. En este
art́ıculo se deriva una prueba simple del principio de invertibilidad restrin-
gida de Bourgain y Tzafiri y luego se mejora en dos formas. Se demuestra
que el rango estable se puede remplazar por el rango estable de la 4-norma
de Schatten y que existen mejores cotas cuando la cantidad de columnas
en la matriz no excede por mucho la cantidad de filas. Empezaremos con
una introducción y los preliminares necesarios para posteriormente plantear
los resultados principales y demostrarlos utilizando la técnica de familias de
polinomios que se entrelazan.

2.3.1. Introducción

Para d ≥ m y una matriz B de d ×m, sus valores singulares σ1(B) ≥
σ2(B) ≥ · · · ≥ σd(B) (omitiremos el paréntesis cuando no haya ambigüedad)
se definen como la ráız cuadrada de los valores propios de B∗B. El menor
de los valores singulares es una medida de qué tan lejos está B de ser una
matriz singular y también se puede encontrar como

σmı́n(B) = mı́n
x 6=0

‖Bx‖
‖x‖

,

donde ‖x‖ denota a la norma euclidiana del vector x. Por otro lado, el rango
estable de B se define como

srank(B) =
‖B‖22
‖B‖2∞

=

∑d
i=1 σ

2
i

σ2
1

,
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donde ‖B‖p denota la p-norma de Schatten, que es la norma lp de los valores
singulares de B:

‖B‖p = p

√√√√ d∑
i=1

(σi(B))p.

Al caso particular de p = 2 se le conoce como la norma de Fobrenius o norma
de Hilbert-Schmidt y suele denotarse como ‖ · ‖F . En el caso particular de
p =∞ obtenemos la norma del operador que es igual al valor singular más
grande de B y también se puede definir como

‖B‖∞ = máx
‖x‖=1

‖Bx‖.

El principio de invertibilidad restringida [BT87] establece que si una
matriz B tiene rango estable alto, entonces debe contener una submatriz de
columnas grande, BS , de tamaño d×|S|, cuyo menor valor singular sea gran-
de. Donde S ⊂ [m] y BS es la submatriz de B con las columnas determinadas
por S. Este resultado se ha generalizado en [Ver01], [SS12], [You14], [NY17]
y desde entonces ha sido útil en teoŕıa de espacios de Banach, mineŕıa de
datos y más recientemente, en ciencia computacional teórica.

Partiremos del mejor resultado de este tipo que se teńıa antes de utilizar
familias de polinomios que se entrelazan, el cual se puede consultar en [SS12].

Teorema 2.3.1. Supongamos que B es una matriz de d × m y sea k ≤
srank(B) un entero positivo. Entonces existe un subconjunto S ⊂ [m] de
tamaño k tal que

σmı́n(BS)2 ≥

(
1−

√
k

srank(B)

)2
‖B‖2F
m

.

El caso isotrópico es cuando BBT = Id. En este caso tenemos que
srank(B) = d y el lado derecho del teorema se convierte en(

1−
√
k

d

)2
d

m
.

A partir de los resultados de Krasikov [Kra06] se puede llegar a que el valor
(1−

√
k/d)2 es una buena cota asintótica de la menor ráız del polinomio de

Laguerre asociado Ld−kk (x), después de un reescalamiento apropiado, lo cual

motiva la demostración en el caso isotrópico. Por otro lado, (1 −
√
k/d)2

es el punto más pequeño del soporte de la distribución Marchenko-Pastur,
[MP67]. A partir de este hecho, se puede derivar que la cota del teorema
anterior es asintóticamente buena, para ello se puede consultar una entrada
de Srivastava en el siguiente blog [Sri].
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Cabe mencionar que una forma genérica de probar las cotas de este
art́ıculo se puede ver en el marco más general de convoluciones de polino-
mios, del cual hablaremos en el siguiente caṕıtulo, estas desigualdades son
asintóticamente justas como se ve en [Mar15] y a veces mejoran las cotas de
esta sección.

2.3.2. El caso isotrópico con remplazo

En esta sección demostraremos el caso isotrópico del Teorema 2.3.1. Para
demostrarlo elegiremos el conjunto S tomando k columnas de B aleatoria-
mente con remplazo y viendo que el polinomio caracteŕıstico esperado tiene
las mismas ráıces que el polinomio de Laguerre asociado, el cual tomaremos
como en la definición 5.1.5 de [Sze39].

Definición 2.3.2. El polinomio de Laguerre asociado de grado n y paráme-
tro α es

L(α)
n = exx−α

1

n!
∂nx (e−xxn+α) =

x−α

n!
(∂x − 1)nxn+α.

Lo que utilizaremos de estos polinomios es una cota en la menor ráız,
que es el Teorema 1 de [Kra06].

Teorema 2.3.3. Para α > −1,

λk(L
(α)
k (x)) ≥ V 2 + 3V 4/3(U2 − V 2)−1/3,

donde V =
√
k + α+ 1−

√
k y U =

√
k + α+ 1 +

√
k.

Ya con esta cota podemos demostrar el teorema en el caso isotrópico.

Teorema 2.3.4. Supongamos que B es una matriz de d×m tal que BBT =
Id y sea k ≤ srank(B) un entero positivo. Entonces existe un subconjunto
S ⊂ [m] de tamaño k tal que

σmı́n(BS)2 ≥

(
1−

√
k

srank(B)

)2
‖B‖2F
m

.

Demostración. Supongamos que las columnas deB son los vectores u1, . . . , um ∈
Rd. Observemos que para un conjunto S de tamaño k < d,

σmı́n(BS)2 = λk(B
T
SBS) = λk(BSB

T
S ) = λk

(∑
i∈S

uiu
T
i

)
,

es decir, podemos expresar al menor valor singular como la k-ésima ráız
del polinomio caracteŕıstico de una suma de matrices de rango 1. Como ya
hemos visto en aplicaciones anteriores esto lo podemos hacer con familias de
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polinomios que se entrelazan. Sean v1, . . . , vk vectores aleatorios todos con
distribución uniforme en el conjunto {u1, . . . , um}. Por el Teorema 1.2.16
sabemos que los polinomios

qj1,...,jk(x) = det

[
xI −

k∑
i=1

ujiu
T
ji

]
ji ∈ [m],

forman una familia que se entrelaza, y por el Teorema 1.1.8, uno de esos
polinomios cumple que

λk

(
k∑
i=1

ujiu
T
ji

)
= λk (qj1,...,jk(x)) ≥ λk(q∅),

donde q∅ = Ev1,...,vkχ
[∑k

i=1 viv
∗
i

]
. Es importante remarcar que el polinomio

qj1,...,jk que cumple no puede tener ja = jb para a 6= b ya que esto implicaŕıa
que elegimos dos columnas iguales y que σmı́n(BS) = 0. Aśı que a final de
cuentas, elegir con remplazo no nos afecta en nada.

Entonces, ahora tenemos que acotar la ráız k-ésima de q∅. Primero ob-
servemos que podemos reescribir este polinomio como

q∅(x) =

(
1− 1

m
∂x

)k
xd.

Para ello, veamos que la condición BBT = Id es equivalente a
∑m

i=1 uiu
T
i =

Id, por lo que para j = 1, . . . , k tendremos

EvjvTj =
1

m

m∑
i=1

uiu
∗
i =

1

m
Id.

Por el Teorema 1.2.14 sabemos que

q∅(x) =

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

k∑
i=1

ziAi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

=

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

(
1

m

m∑
i=1

zi

)
I

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

=

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)(
x+

1

m

k∑
i=1

zi

)d∣∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

.

Si ahora expandimos y nos fijamos en todos los monomios resultantes, po-
demos ver que para que no se anulen al evaluar en 0, cada variable debe
aparecer a lo más una vez, y cada monomio de la forma

1

mn
xd−nzi1 . . . zin con i1 < . . . < in,
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aportará un xd−n(−1
m )n al operarlo con

∏k
i=1(1 − ∂zi), ya que se anulará

en todas partes excepto con (−1)d∂zi1 . . . ∂zin . Como hay
(
k
n

)
monomios de

tamaño n concluimos que

q∅(x) =
d∑

n=0

xd−n
(−1)n

mn

(
k

n

)
=

(
1− 1

m
∂x

)k
xd.

Por último, de la definición de polinomio de Laguerre asociado podemos
concluir que

x−(d−k)q∅(x) = (−1)k
k!

mk
L

(d−k)
k (mx),

que nos dice que la k-ésima ráız más grande de q∅ es la menor ráız (que

también es la k-ésima) de L
(d−k)
k (mx), para la cual ya tenemos una cota.

Utilizando la cota del Teorema 2.3.3 con α = d − k y olvidándonos de la
parte 3V 4/3(U2 − V 2)−1/3 obtenemos que

λk(q∅(x)) = λk(L
(d−k)
k (mx)) =

λk(L
(d−k)
k (x))

m
≥ V 2

m
>

(
√
d−
√
k)2

m
.

Juntando todo lo anterior concluimos que

σmı́n(BS)2 ≥

(
1−

√
k

d

)2
d

m
=

(
1−

√
k

srank(B)

)2
‖B‖2F
m

.

2.3.3. El caso no isotrópico y la 4-norma de Schatten

En esta sección extenderemos las técnicas de la sección anterior para ver
que el Teorema 2.3.1 es cierto en el caso no isotrópico, en donde demos-
traremos una cota que reemplaza el rango estable con el rango estable de
4-norma de Schatten:

srank4 =
‖B‖42
‖B‖44

=

(∑d
i=1 σ

2
i

)2

∑d
i=1 σ

4
i

.

Observación 2.3.5. Observemos que

σ2
1

d∑
i=1

σ2
i ≥

d∑
i=1

σ4
i ,

y esto implica que

srank4(B) =

(∑d
i=1 σ

2
i

)2

∑d
i=1 σ

4
i

≥
∑d

i=1 σ
2
i

σ2
1

= srank(B),
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por lo que al tomar srank4 en lugar de srank mejoramos el Teorema 2.3.1,
especialmente cuando B tiene muchos valores singulares moderadamente
grandes.

En este caso para obtener las cotas deseadas utilizaremos el concepto de
αmı́n(p(x)) que es la menor ráız de p(x) + α∂xp(x), es decir

αmı́n(p(x)) = λmı́n(p(x) + αp′(x)).

También se puede definir esto en términos de la función barrera menor

Φp(x) = −p
′(x)

p(x)
=

d∑
i=1

1

λi − x
.

Observemos que como αmı́n = mı́n{z : Φp(z) = 1
α}, entonces αmı́n

es menor que la menor ráız de p(x). Además, para α > 0, tenemos que
αmı́n(xk) = −kα. Lo que utilizaremos de αmı́n es que cumple la siguiente
desigualdad, la cual nos dice que αmı́n crece de forma controlada cuando se
le aplica 1−λ∂x. Este lema es similar al Lema 3.4 de [BSS12] y puede verse
como un análogo en el caso mı́nimo del Lema 2.2.15.

Lema 2.3.6. Si p(x) es un polinomio con ráıces reales y λ > 0, entonces
(1− λ∂x)p(x) tiene ráıces reales y

αmı́n((1− λ∂x)p(x)) ≥ αmı́n(p(x)) +
1

1/λ+ 1/α
.

Para la demostración de este lema puede consultarse el Lema 4.3 de
[MSS17]. Por último, para plantear el resultado principal de esta sección
será más útil trabajar con valores propios de A = BTB que los valores
singulares de B. Para una matriz simétrica A, denotaremos por

κA =
Tr(A)2

Tr(A2)
.

Observemos que si A = BTB, entonces κA = srank4(B). El resultado en el
caso no isotrópico es el siguiente:

Teorema 2.3.7. Supongamos que u1, . . . , um son vectores con
∑m

i=1 uiu
T
i =

A. Entonces para todo entero k ≤ κA, existe un conjunto S ⊂ [m] de tamaño
k con

λk

(∑
i∈S

uiu
T
i

)
≥

(
1−

√
k

κA

)2
Tr(A)

m
.

Demostración. Para demostrarlo podemos utilizar exactamente la misma
familia de polinomios que en el caso no isotrópico y con ello llegar a que
existe un qj1,...,jk tal que

λk

(
k∑
i=1

ujiu
T
ji

)
= λk (qj1,...,jk(x)) ≥ λkq∅,
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donde q∅ = Ev1,...,vkχ
[∑k

i=1 viv
∗
i

]
. La diferencia ahora es que este polinomio

caracteŕıstico esperado no necesariamente será de Laguerre. Esto se debe
a que ahora tenemos la condición Evi = 1

m

∑m
i=1 uiu

∗
i = 1

mA y en el caso
anterior A = Id. Sin embargo, igual podemos reescribir q∅ como

Edet

[
xI −

k∑
i=1

viv
T
i

]
= xd−k

d∏
i=1

(1− λi∂x)xk,

donde λ1, . . . , λd son los valores propios de M =: EvvT = 1
mA. El procedi-

miento es similar al caso isotrópico, por el Teorema 1.2.14 sabemos que

q∅(x) =

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +

k∑
i=1

ziM

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

=

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
det

(
xI +M

k∑
i=1

zi

)∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

=

(
k∏
i=1

(1− ∂zi)

)
d∑

n=0

xd−n

(
k∑
i=1

zi

)n
en(M)

∣∣∣∣∣
z1=···=zk=0

,

donde en(M) es la n-ésima función simétrica elemental de M y es igual

en(M) =
∑

S⊂[d],|S|=n

∏
i∈S

λi.

De nuevo expandimos los
(∑k

i=1 zi

)n
y nos fijamos en todos los monomios

resultantes, podemos ver que para que no se anulen al evaluar en 0, cada va-
riable debe aparecer a lo más una vez, y cada monomio de la forma zi1 . . . zin
con i1 < . . . < in aportará un (−1)n al operarlo con

∏m
i=1(1 − ∂zi), ya que

se anulará en todas partes excepto con (−1)d∂zi1 . . . ∂zin . Como hay k!
(k−n)!

monomios de tamaño n obtenemos que

q∅(x) =

k∑
n=0

xd−n(−1)n
k!

(k − n)!
en(M),

como ∂nxx
k = xk−n k!

(k−n)! para n ≤ k y es 0 para n > k concluimos que

q∅(x) = xd−k
k∑

n=0

∂nx (−1)nen(M)xk = xd−k
d∏
i=1

(1− λi∂x)xk.

Por último, necesitamos acotar la menor ráız de
∏d
i=1 (1− λi∂x)xk. Ob-

servemos que si multiplicamos a los vectores aleatorios vi por una constante,
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podemos suponer sin pérdida de generalidad que Tr[M ] = 1, y con ello bas-
taŕıa probar que

λk(p) ≥
(

1−
√
kTr[M2]

)2
.

Aplicando el Lema 2.3.6 d veces para algún α > 0 obtenemos que

λk(p) ≥ λk

(
d∏
i=1

(1− λi∂x)xk

)
≥ αmı́n

(
d∏
i=1

(1− λi∂x)xk

)

≥ αmı́n(xk)+
d∑
i=1

1

λ−1
i + α−1

= −kα+
d∑
i=1

1

λ−1
i + α−1

= −kα+
d∑
i=1

1

1 + λiα−1
λi.

Como la función y → 1
1+yα−1 es convexa para α > 0 y λ1 + · · · + λd =

Tr[M ] = 1, la desigualdad de Jensen nos dice que

d∑
i=1

1

1 + λiα−1
λi ≥

1

1 +
(∑d

i=1 λ
2
i

)
α−1

=
1

1 + Tr(M2)α−1
.

Por lo tanto,

λk(p) ≥ −kα+
1

1 + Tr(M2)α−1
,

para cualquier α > 0. Si maximizamos esta expresión para α > 0 obtenemos
que

λk(p) ≥
(

1−
√
kTr[M2]

)2
.

Observación 2.3.8. Vale la pena mencionar que en la Sección 4.1 de
[MSS17] se presenta un algoritmo que corre en tiempo polinomial con el
cual se puede obtener el subconjuto S del teorema anterior.

2.3.4. El caso isotrópico sin reemplazo

La cota del Teorema 2.3.1 en el caso isotrópico se puede mejorar si toma-
mos los vectores aleatoriamente sin remplazo. Al hacer esto modificaremos
nuestro árbol de la familia de polinomios que se entrelazan, ya que aho-
ra no podemos tomar simplemente vectores aleatorios independientes, si no
que tendremos que formar el árbol tomando en cuenta el subconjunto de
vectores que tenemos. Esto también implica que se modificará el polinomio
caracteŕıstico esperado, que ahora será un polinomios de Jacobi escalado,
para el cual podemos derivar una nueva cota en las ráıces más bajas. De
esta forma se demuestra que existe un conjunto S de k columnas para el
cual

σmin(BS)2 ≥
(
√
d(m− k)−

√
k(m− d))2

m2
.
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Como

(
√
d(m− k)−

√
k(m− d))2

m2
≥

(
1 +

√
dk

m

)(
1−

√
k

d

)2
d

m
,

esto mejora el Teorema 2.3.1 en un factor constante cuando m es un múltiplo
constante de d. La formulación formal del teorema es la siguiente.

Teorema 2.3.9. Supongamos que u1, . . . , um ∈ Rn cumplen que
∑m

i=1 uiu
T
i =

I y k ≤ d es un entero. Entonces existe un subconjunto S ⊂ [m] de tamaño
k tal que

λk

(∑
i∈S

uiu
T
i

)
≥

(
√
d(m− k)−

√
k(m− d))2

m2
.

La demostración completa de este resultado requiere definir bien los
vértices de nuestro árbol, encontrar una forma efectiva de escribir estos
vértices en términos de las hojas y hacer bien las cuentas para encontrar el
polinomio caracteŕıstico. Además hay que probar que en verdad es una fami-
lia de polinomios que se entrelaza, ya que en este caso no podemos utilizar
directamente el Teorema 1.2.16, en su lugar habrá que probar directamente
la propiedad 2 de la Definición 1.1.6. Dado que todos estos pasos requieren
de hacer varias cuentas y prestar atención a muchos detalles, sólo presen-
taremos la idea general de la demostración, la solución detallada se puede
encontrar en la Sección 5 de [MSS17].

Empezaremos por ver cómo formar el árbol para aplicar la técnica de
familias de polinomios que se entrelazan. En este caso, las hojas del árbol
corresponderán a subconjuntos de [m] de tamaño k. La ráız corresponde al
conjunto vaćıo ∅, y los otros vértices corresponden a subconjuntos de tamaño
menor o igual a k, donde un conjunto es hijo de otro conjunto si contiene al
otro y tiene exactamente un elemento más. Para cada S ⊂ [m] definimos

pS(x) = χ

(∑
i∈S

uiu
T
i

)

Las hojas serán los polinomios pS(x). Al vértice interno asociado con el
conjunto T de tamaño menor a k, le asignamos el polinomio

fT (x) = E S⊃T
|S|=k

pS(x),

donde la esperanza se toma uniformemente sobre conjuntos S de tamaño k
que contienen a T .

Para demostrar que es una familia de polinomios que se entrelaza hay
que reescribir los polinomios fT en términos de pT .
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Lema 2.3.10. Para cada subconjunto T de [m] de tamaño t ≤ k,

fT (x) =
1(

m−t
k−t
) ∑
S⊃T
|S|=k

pS(x) =
(m− k)!

(m− t)!
(x−1)−(m−d−k)∂k−tx (x−1)m−d−tpT (x).

En particular,

f∅(x) =
(m− k)!

m!
(x− 1)−(m−d−k)∂kx(x− 1)m−dxd.

Este lema se obtiene de aplicar de forma recursiva un lema mas simple.

Lema 2.3.11. Para cada subconjunto T de [m] de tamaño t,∑
i 6=T

pt∪{i}(x) = (x− 1)−(m−d−t−1)∂x(x− 1)m−d−tpT (x).

Posteriormente, para acotar las ráıces de nuestro polinomio caracteŕıstico
esperado f∅(x), hacemos algo análogo a los dos casos anteriores. Primero
cambiamos su k-ésima ráız por la menor ráız de un polinomio más simple.

Lema 2.3.12. La k-ésima ráız más grande de f∅(x) es igual a la menor ráız
del polinomio

∂dx(x− 1)m−kxk.

Y luego usamos d veces el siguiente lema, el cual demostraremos en el
siguiente caṕıtulo (ver Lema 3.1.32)

Lema 2.3.13. Para todo polinomio de ráıces reales p(x) de grado al menos
dos y α > 0,

αmı́n(∂xp(x)) ≥ αmı́n(p(x)) + α.

Con ello obtenemos la cota

Teorema 2.3.14. Para m > d > k,

λk(f∅(x)) >
(
√
d(m− k)−

√
k(m− d))2

m2
.

Con el siguiente lema, se puede mejorar la cota inferior en el teorema
anterior a (√

(d+ 1)(m− k)−
√
k(m− d− 1)

)2

m2
.

Lema 2.3.15. Para cada polinomio de ráıces reales p(x) y α > 0,

αmı́n(p) + α ≤ λmı́n(p).
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Observación 2.3.16. La fórmula de Rodrigues para el polinomio de Jacobi
de grado n con parámetros α y β que se presenta en (4.3.1) de [Sze39] es

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β∂nx (1− x)α+n(1 + x)β+n.

Podemos observar que estos polinomios están relacionados con el polinomios
f∅(x) de la demostración pasada de la siguiente forma:

P
(m−d−k,d−k)
k (2x− 1) =

(
m

k

)
x−(d−k)f∅(x).

Por lo tanto, cotas inferiores de la k-ésima ráız de f∅ se traducen en cotas
de la menor ráız de los polinomios de Jacobi. Por lo pronto, ya exist́ıa una
cota en [Kra06] para polinomios de Jacobi, la cual parece ser mejor que la
obtenida en el Lema 2.3.15.
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Caṕıtulo 3

Convoluciones de Polinomios
y Gráficas de Ramanujan

En este caṕıtulo nos interesa entender principalmente los resultados del
último art́ıculo de la serie [MSS15d], los cuales analizaremos en la segun-
da sección. Para obtener estos resultados, es necesario hacer uso de unas
cotas obtenidas en otro art́ıculo de los mismos autores [MSS15a], es por
eso que el objetivo de la primer sección será entender a grandes rasgos los
resultados de este art́ıculo. Las contribuciones importantes de estos art́ıcu-
los son identificar una nueva clase de polinomios caracteŕısticos con ráıces
reales relacionados con gráficas aleatorias, y desarrollar nuevas herramien-
tas tanto para establecer sus propiedades de entrelazado como para analizar
la ubicación de sus ráıces. Estos métodos son distintos a los del polinomio
caracteŕıstico mixto y las cotas que se obtienen son mejores (por un factor
de dos) a las que se obtienen con el argumento barrera, es por ello que de-
cidimos presentar estos dos art́ıculos en un caṕıtulo distinto a los demás.
Además, el polinomio caracteŕıstico esperado que consideran se puede cal-
cular en tiempo polinomial, a diferencia de la mayoŕıa de los otros.

3.1. Convoluciones de Polinomios

En esta sección presentaremos de manera concisa los resultados y las
ideas principales detrás de las demostraciones del art́ıculo [MSS15a]. A gran-
des rasgos, lo que nos gustaŕıa analizar es qué pasa con los valores propios
de dos matrices A y B, si rotamos una de ellas aleatoria y uniformemente,
las sumamos, calculamos el valor esperado y nos fijamos en sus valores pro-
pios. El poder controlar cómo se comportan los valores propios nos permitirá
acotar de manera precisa el espectro de ciertas matrices aleatorias que se
pueden construir con estas operaciones y que nos permitirá obtener gráficas
de Ramanujan. De manera análoga nos gustaŕıa saber qué pasa si rotamos
una de ellas aleatoria y uniformemente, y la multiplicamos con la otra, o si
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rotamos ambas de manera independiente y luego las sumamos. Para poder
trabajar con estas operaciones, será mucho más útil fijarse en los polinomios
caracteŕısticos p y q de las matrices A y B, respectivamente y tras realizar la
operación, fijarnos en el polinomio caracteŕıstico. De esta forma, transforma-
mos nuestras tres operaciones de matrices en 3 convoluciones de polinomios.
Y ahora debemos entender la relación que hay entre las ráıces del polino-
mio resultante y los dos que convolucionamos. Para entender esto, primero
reescribiremos estas convoluciones en términos más sencillos, y con ello des-
cubrimos que algunas de estas convoluciones ya se hab́ıan estudiado antes
e incluso ya se teńıan cotas, aunque no nos serán útiles. Posteriormente se
mejoran las cotas inspirados en convoluciones que se tienen en probabilidad
libre. Dado que presentar las demostraciones para las tres convoluciones es
bastante extenso, nos concentraremos en explicar bien la primera de ellas y
sólo haremos un esbozo de cómo obtener las otras dos; para ver los detalles
de estas dos el lector puede consultar directamente [MSS15a].

En las siguientes definiciones denotaremos por χx(M) = det(xI −M) al
polinomio caracteŕıstico M evaluado en x. También denotaremos por O(d)
al grupo de las matrices ortogonales de dimensión d.

Definición 3.1.1 (Convolución Aditiva Simétrica). Sean p(x) = χx(A) y
q(x) = χx(B) dos polinomios de ráıces reales, para algunas matrices simétri-
cas de d×d, A y B. La convolución aditiva simétrica de p y q se define como

p(x) �d q(x) = EQχx(A+QBQT ),

donde la esperanza se toma sobre las matrices aleatorias ortogonales toman-
do la medida de Haar en O(d).

Definición 3.1.2 (Convolución Multiplicativa Simétrica). Sean p(x) = χx(A)
y q(x) = χx(B) dos polinomios de ráıces reales, para algunas matrices
simétricas semidefinidas positivas de d × d, A y B. La convolución mul-
tiplicativa simétrica de p y q se define como

p(x) �d q(x) = EQχx(AQBQT ),

donde Q se distribuye de acuerdo a la medida de Haar en O(d).

Definición 3.1.3 (Convolución Aditiva Asimétrica). Sean p(x) = χx(AAT )
y q(x) = χx(BBT ) dos polinomios de ráıces reales no negativas, para algunas
matrices (no necesariamente simétricas) de d × d, A y B. La convolución
aditiva asimétrica de p y q se define como

p(x) ++d q(x) = EQ,Rχx((A+QBRT )(A+QBRT )T ),

donde Q y R se distribuyen de acuerdo a la medida de Haar en O(d).
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3.1.1. Fórmulas de Convolución

En esta sección reescribiremos en términos más sencillos la convolución
aditiva simétrica que acabamos de definir, y mencionamos algunos resultados
que ya se teńıan de esta convolución. Luego esbozaremos cómo reescribir las
otras dos convoluciones.

Convolución Aditiva Simétrica

Teorema 3.1.4. Si p(x) =
∑d

i=0 x
d−i(−1)iapi y q(x) =

∑d
i=0 x

d−i(−1)iaqi
entonces tenemos que

[p�d q](x) =

m∑
k=0

xd−k(−1)k
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− i− j)!

api a
q
j .

Esto es equivalente a las identidades

[p�d q](x) =
1

d!

d∑
i=0

(d− k)!aqi p
(i)(x) =

1

d!

d∑
i=0

p(i)(x)q(d−i)(y),

donde p(i) denota la i-ésima derivada de p.

Demostración. Denotaremos por ck(A) al coeficiente de (−1)kxd−k del poli-
nomio caracteŕıstico de una matriz, A, de dimensión d. Es importante obser-
var que ck(A) es la k-ésima función simétrica elemental de los valores propios
de A. Para subconjuntos S, T ⊆ {1, . . . , d}, escribiremos A(S, T ) para la sub-
matriz de A indexada por las filas en S y las columnas en T . Escribiremos
A(S, :) para la submatriz que contiene las columnas de S. Observemos que

ck(A) =
∑
|S|=k

det(A(S, S)).

Para demostrar el teorema veremos la igualdad para cada coeficiente. Es
decir, veremos que si A y B son matrices simétricas de d × d, entonces
tenemos que

EQck(A+QBQT ) =
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

ci(A)cj(B)

donde Q es una matriz ortonormal aleatoria.

Si escribimos A = UCUT y B = V DV T donde las matrices C y D son
diagonales y las matrices U y V son ortonormales, entonces podemos ver
que

EQck(A+QBQT ) = EQck(C + UTQVDV TQTU) = EQck(C +QDQT ),
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ya que UTQV es una matriz ortonormal. Debido al razonamiento anterior,
podemos suponer que A y B son matrices diagonales. Entonces podemos ver
que

EQck(A+QBQT ) = EQck

∑
i≤d

aieie
T
i +

∑
i≤d

bi(Qei)(Qei)
T


= EQ

∑
S,T :|S|+|T |=k

ck

(∑
i∈S

aieie
T
i +

∑
i∈T

bi(Qei)(Qei)
T

)

= EQ
∑

|S|+|T |=k

ck
(
MST (A(S, S)⊕B(T, T ))MT

ST

)
= EQ

∑
|S|+|T |=k

det
(
MT
STMST (A(S, S)⊕B(T, T ))

)
=

∑
|S|+|T |=k

detA(S, S) detB(T, T ) · (EQ det(MT
STMST ))

donde MST = [I(:, S)|(QI)(:, T )] es una matriz de d×k con columnas {ei}i∈S
y {Qei}i∈T . Ahora podemos ver que la esperanza EQ det(MT

STMST ) depende
solamente de |S| := i y |T | := j. Si fijamos S y T y quitamos los sub́ındices
para simplificar la notación, podemos ver que

EQ det(MTM) = EQci(I(:, S)I(:, S)T )cj(I(:, S̄)TQI(:, T )I(:, T )TQT I(:, S̄))

= EQEΠ(1) · cj(I(:, S̄)TΠQI(:, T )I(:, T )TQTΠT I(:, S̄)),

donde Π es una matriz aleatoria de permutación. Como ΠQ
dist
= Q, entonces

lo anterior es igual a

EQERcj(I(:, R)TQ(:, T )Q(:, T )T I(:, R)),

donde R es un subconjunto aleatorio uniforme de [d] de tamaño |S̄| = d− i.
Ahora, si escribimos P = Q(:, T )Q(:, T )T , tendremos que lo anterior es igual
a

EQ
1(
d
d−i
) ∑
|R|=d−i

cj(P (R,R)) = EQ
1(
d
d−i
) ∑
|R|=d−i

∑
W⊂R,|W |=j

cj(P (W,W )).

Como cada W de tamaño j = k − i ≤ d− i aparece
(
d−j
d−i−j

)
veces, entonces

lo anterior es igual a

EQ
1(
d
d−i
) ∑
W⊂[d],|W |=j

(
d− j

d− i− j

)
cj(P (W,W )) = EQ

(
d−j
d−i−j

)(
d
d−i
) cj(P ).

Como P es una proyección de rango j la anterior se reduce a(
d−j
d−i−j

)(
d
d−i
) · 1 =

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

.
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Por lo tanto podemos concluir que

EQck(A+QBQT ) =
∑

|S|+|T |=k

detA(S, S) detB(T, T ) · (EQ det(MT
STMST ))

=
∑

|S|+|T |=k

detA(S, S) detB(T, T )
(d− |S|)!(d− |T |)!

d!(d− k)!

=
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

∑
|S|=i,|T |=j

detA(S, S) detB(T, T )

=
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

ci(A)cj(B),

que es lo que queŕıamos.

Observación 3.1.5. Esta convolución fue estudiada por Walsh [Wal22],
quien demostró algunos resultados. Uno de ellos es que si p y q son polinomios
con ráıces reales de grado d, entonces p �d q también es un polinomio con
ráıces reales de grado d. Además,

λ1(p�d q) ≤ λ1(p) + λ1(q),

donde λ1(p) es la ráız más grande del polinomio p. También se puede ver
[Mar49] y el Teorema 5.3.1 de [RS02].

Otra forma en la que se puede demostrar el teorema anterior es utilizando
algo a lo que los autores denominan teorema de cuadratura, y que nos dice
que tomar la esperanza respecto a matrices ortonormales es lo mismo que
respecto a las matrices de permutación signadas.

Teorema 3.1.6 (Cuadratura simétrica aditiva). Para cualesquiera matrices
cuadradas simétricas A y B, se cumple que

EQχx(A+QBQT ) = EPχx(A+ PBP T ),

donde la primer esperanza es sobre las matrices ortonormales y la segunda
sobre las matrices de permutación signadas.

El caso asimétrico se demuestra utilizando una idea similar a esta, aśı que
las definiciones e ideas para este teorema las veremos en el caso asimétrico
después de ver el multiplicativo.

Convolución Multiplicativa Simétrica

La convolución más sencilla de reescribir es la multiplicativa y queda de
la siguiente manera.
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Teorema 3.1.7. Si p(x) =
∑d

i=0 x
d−i(−1)iapi y q(x) =

∑d
i=0 x

d−i(−1)iaqi ,
y tienen puras ráıces no negativas, entonces tenemos que

[p�d q](x) =

d∑
k=0

xd−k(−1)k
apka

q
k(

d
k

) .
Observación 3.1.8. Esta convolución ya hab́ıa sido estudiada por Szesgo
[Sze22], y se sab́ıa que si p y q son polinomios con ráıces reales no negativas,
entonces p �d q también es un polinomio con ráıces reales no negativas.
Además,

λ1(p�d q) ≤ λ1(p)λ1(q).

Para demostrar el teorema anterior basta ver que se cumple la igualdad
para cada coeficiente.

Teorema 3.1.9. Si A y B son matrices simétricas de d × d, y Q es una
matriz ortonormal aleatoria, entonces tenemos que

EQek(AQBQT ) =
ek(A)ek(B)(

d
k

) .

Para demostrar este hecho hay que seguir pasos análogos a los de la
convolución aditiva simétrica. De hecho, ahora los pasos serán más sencillos.
Primero hay que observar que basta demostrarlo para matrices diagonales,
ya que la medida de Haar es invariante bajo multiplicación por matrices
ortonormales. Para el caso de matrices diagonales hay que escribir el ek
como suma de determinantes de submatrices de tamaño k y usar el hecho
de que la medida de Haar también es invariante bajo multiplicación por
matrices de permutación aleatorias.

Convolución Aditiva Asimétrica

Ahora daremos una idea de cómo reescribir la convolución aditiva asimétri-
ca.

Teorema 3.1.10. Si p(x) =
∑d

i=0 x
d−i(−1)iapi y q(x) =

∑d
i=0 x

d−i(−1)iaqi ,
y tienen puras ráıces no negativas, entonces tenemos que

[p ++d q](x) =
d∑

k=0

xd−k(−1)k
∑
i+j=k

(
(d− i)!(d− j)!
d!(d− i− j)!

)2

api a
q
j .

Esto es equivalente a la identidad

[p ++d q](x) =

(
1

d!

)2 d∑
i=0

((d− k)!)2aqi (DxD)ip(x).
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Observemos que ambos lados de la ecuación son invariantes si multi-
plicamos (por la derecha o izquierda) a las matrices A y B por matrices
ortonormales, por lo tanto si tomamos la descomposición en valores singu-
lares podemos reducir el problema a demostrarlo para matrices diagona-
les. La demostración para el caso diagonal requiere dos pasos principales,
primero el Teorema de Cuadratura que es pasar de matrices ortonormales
aleatorias a matrices de permutación signadas aleatorias y posteriormente
calcular expĺıcitamente la esperanza sobre matrices de permutación signadas
aleatorias.

Definición 3.1.11. Un matriz de permutación signada tiene todas sus en-
tradas iguales a −1, 0, 1, con exactamente una entrada distinta de cero en
cada fila y columna.

Observación 3.1.12. Una matriz de permutación signada uniformemente
aleatoria se puede obtener multiplicando una matriz diagonal con entradas
±1 uniformemente aleatoria con una matriz de permutación uniformemente
aleatoria.

A continuación detallaremos un poco más como se dan estos dos pasos,
utilizando los lemas que utilizan los autores, para una demostración deta-
llada de estos lemas referimos al lector a la Sección 2.3 de [MSS15a].

Primer paso. De ortonormales a permutaciones.

Teorema 3.1.13 (Cuadratura asimétrica aditiva). Para cualesquiera ma-
trices cuadradas A y B, se cumple que

EP,Sχx((A+PBST )(A+PBST )T ) = EQ,Rχx((A+QBRT )(A+QBRT )T ),

donde P , S son matrices de permutación signadas uniformemente aleatorias,
y Q, R se distribuyen de acuerdo a la medida de Haar en O(d).

Para demostrar el teorema anterior (y de manera análoga el caso simétri-
co) se necesita ver que la esperanza respecto a las permutaciones es inva-
riante si multiplicamos a B por matrices ortonormales y esto se divide en
dos pasos, primero hay que corroborarlo para las matrices ortonormales que
actúan en subespacios de coordenadas bidimensionales y luego ver que es-
tas matrices generan a todas las matrices ortonormales. A estas matrices de
d × d las podemos denotar por Rst(θ), para s 6= t, y son las matices cuyas
entras distintas de cero son

1. Rst(θ)[s, s] = Rst(θ)[t, t] = cos(θ).

2. Rst(θ)[s, t] = −Rst(θ)[t, s] = sin(θ).

3. Rst(θ)[k, k] = 1 para k 6= s, t.
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Ya con esta notación, partiremos del siguiente lema.

Lema 3.1.14. Sean A y B matrices de d× d y sea

det(Rst(θ)ARst(θ)
T +B) =

∑
k

cke
ikθ.

Entonces ck = 0 para |k| ≥ 3.

Con este lema podemos ver que si el polinomio caracteŕıstico espera-
do es invariante bajo un conjunto pequeño de estas rotaciones (para θ =
0, π2 , π,

3π
2 ) entonces también es invariante bajo todas ellas (para todo θ):

Lema 3.1.15. Sean A,B matrices de d × d y sean s, t ∈ [d] dos ı́ndices
distintos. Sea P una matriz aleatoria con soporte en O(d) tal que la distri-
bución de P es la misma que la de PRst(j

π
2 ) para j = 0, 1, 2, 3. Entonces,

para todo ángulo θ,

EP det(A+ PBP T ) = EP det(A+ PRst(θ)BRst(θ)
TP T ).

Con este último lema podemos demostrar que la esperanza respecto a las
permutaciones es invariante si multiplicamos a B por matrices ortonormales.

Lema 3.1.16. Para cualesquiera matrices A y B, y matrices ortonormales
Q y R se cumple que

EP,Sχx((A+PQBRTST )(A+PQBRTST )T ) = EP,Sχx((A+PBST )(A+PBST )T ),

es decir, la esperanza no vaŕıa si tomamos QBRT en lugar de B.

De el lema anterior se sigue el Teorema 3.1.13.

Segundo paso. Cálculo de la esperanza sobre permutaciones
para matrices diagonales.

Para este paso bastará con hacer las cuentas para la esperanza sobre
permutaciones, la demostración es un poco larga y requiere de varios pasitos
no triviales.

Teorema 3.1.17. Para matrices diagonales A y B, se cumple que

EP,Sχx((A+ PBST )(A+ PBST )T )

=

d∑
k=0

xd−k(−1)k
∑
i+j=k

(
(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

)
ei(AA

T )ej(BB
T ).

Si combinamos este resultado con el anterior inmediatamente obtenemos
el Teorema 3.1.10. Ya que contamos con esta nueva forma de expresar a la
convolución aditiva asimétrica y utilizando la teoŕıa de polinomios Hurtwitz
estables podemos obtener el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.18. Si p y q son polinomios con ráıces reales no negativas,
entonces p ++d q también es un polinomio con ráıces reales no negativas.

La demostración de este teorema es el contenido de la sección 3 de
[MSS15a]. A continuación daremos una breve idea de los resultados que
se utilizan en la prueba. Primero hay que observar que el teorema se sigue
directamente del siguiente.

Teorema 3.1.19. Si p(x) =
∑d

i=0 x
d−iapi y q(x) =

∑d
i=0 x

d−iaqi , y tienen
puras ráıces reales no positivas, entonces tenemos que

r(x) =

d∑
k=0

xd−k
∑
i+j=k

(
(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

)2

api a
q
j

también está en P−(d), el conjunto de polinomio de grado d con todas sus
ráıces reales y no positivas.

La demostración del teorema anterior se basa en construir polinomios
Hurwitz estables y ver que ello implica que cierto polinomio pertenezca a
P−.

Definición 3.1.20. Un polinomio multivariado p(z1, . . . , zm) ∈ R[z1, . . . , zm]
es Hurwitz estable si es idénticamente cero o cuando

Re(zi) > 0,∀i ⇒ p(z1, . . . , zm) 6= 0.

Observemos que la definición de Hurwitz estable es bastente similar a
la de real estable, sólo que ahora pedimos que no se anule en el semiplano
con parte real positiva mientras que la estabilidad real nos lo ped́ıa para
el semiplano con parte imaginaria positiva. El siguiente lema nos dice que
cierto tipo de polinomio Hurwitz estable pertenece a P−.

Lema 3.1.21. Si r(x) es un polinomio tal que h(x, y) = r(xy) es Hurwitz
estable. Entonces r ∈ P−.

Las siguientes proposiciones son las que nos dicen cómo construir poli-
nomios Hurwitz estables.

Resultado 3.1.22. Si p(x) ∈ P−, entonces el polinomio f(x, y) = p(xy) es
Hurwitz estable.

El siguiente es un resultado de polarización y su demostración es idéntica
a la de la Proposición 3.4 de [BB09b].

Proposición 3.1.23 (Polarización). Sea

p(x, y) =

d∑
i=0

d∑
j=0

ci,jx
iyj ,
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es un polinomio Hurwitz estable. Si para cada i, σxi denota el i-ésimo polino-
mio elementario simétrico en las variables x1, . . . , xd, y σyi el correspondiente
en las variables y1, . . . , yd. Entonces el polinomio

P (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) =
d∑
i=0

d∑
j=0

ci,j
σxi σ

y
j(

d
i

)(
d
j

)
es Hurwitz estable. Al polinomio P se le conoce como la polarización de p.

Por último, necesitamos la siguiente resultado de Lieb y Sokal [LS81]
(Ver también el Teorema 8.4 de [BB09a]).

Proposición 3.1.24. Sean P (z1, . . . , zd) y Q(z1, . . . , zd) polinomios Hur-
witz estables. Si Dz

i denota la derivada respecto a zi, entonces

Q(Dz
1, . . . , D

z
d)P (z1, . . . , zd)

es Hurwitz estable.

Con los resultados anteriores es posible demostrar el Teorema 3.1.19 y
posteriormente el Teorema 3.1.18.

3.1.2. Transformadas y Cotas

Antes de pasar a la parte de demostrar las cotas que nos interesan, da-
remos unos preliminares necesarios. Empecemos por observar que cada una
de las tres convoluciones que estamos estudiando tiene un análogo en pro-
babilidad libre, de hecho el nombre de cada una está inspirado en su contra
parte libre. Recordemos también que en la teoŕıa de probabilidad libre, cada
una de estas tres convoluciones está equipada con una transformada natural
de medidas de probabilidad. En esta subsección definiremos transformadas
de polinomios análogas y las usaremos para acotar las ráıces extremas de
las convoluciones de polinomios.

Definición 3.1.25. 1. Veremos a un vector (λ1, . . . , λd) como una distri-
bución discreta que toma cada valor con probabilidad 1/d. Recordemos
que la transformada de Cauchy-Hilbert-Stieltjes de tal distribución es

Gλ(x) =
1

d

d∑
i=1

1

x− λi
.

2. Dado un polinomio p con ráıces λ1, . . . , λd, definimos Gp(x) = Gλ(x).

3. La inversa de la transformada de Cauchy la definimos como

Kp(w) = máx{x : Gp(x) = w}.
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4. La transformada R de Voiculescu está dada por Rλ(w) = Kλ(w)− 1
w .

Utilizaremos la misma notación para producir una transformación en
polinomios,

Rp(w) = Kp(w)− 1

w
.

Observación 3.1.26. Observemos que para polinomios con ráıces reales p,
Kp(w) es el valor de x que es más grande que todas las ráıces de p y tal que

Gp(x) = w. Además, como Gp(x) = 1
d
p′(x)
p(x) ,

Gp(x) = w ⇔ p(x)− 1

wd
p′(x) = 0.

Esto nos dice que
Kp(w) = máx root(U 1

wd
p),

donde Uαp(x) = p(x)− αDp(x) y D es el operador diferencial.

Notación 3.1.27. Para simplificar la notación, denotaremos por

máx
α

(p) = máx root(Uαp) = Kp
(

1

αd

)
.

En probabilidad libre sabemos que si λ�µ es la convolución aditiva libre
de dos distribuciones de probabilidad en los reales, λ y µ, entonces

Rλ�µ(w) = Rλ(w) +Rµ(w).

Para la convolución aditiva finita, se obtiene una desigualdad análoga.
Las cotas que presentaremos a continuación se basan en el siguiente lema

que nos permite juntar dos ráıces del polinomio sin cambiar el valor de la
transformada de Cauchy en un punto particular. Utilizando este lema varias
veces podemos pasar de cualquier polinomio al caso de polinomios con una
sola ráız, para los cuales las cotas son más sencillas.

Lema 3.1.28. Sea α > 0, d ≥ 2, y sea p(x) ∈ P(d) un polinomio con al
menos dos ráıces distintas. Digamos que λ1 ≥ λ2,≥ · · · ≥ λd son todas las
d ráıces de p, donde lo anterior implica que λ1 > λk para algún k. Entonces
existen reales µ y ρ tales que p(x) = p̂(x) + cp̃(x), donde c > 0 es una
constante,

p̃(x) = (x−µ)2
∏

i/∈{1,k}

(x−λi) ∈ P(d) y p̂(x) = (x−ρ)
∏

i/∈{1,k}

(x−λi) ∈ P(d−1),

y además se cumple que

1. máxα(p̃) = máxα(p̂) = máxα(p).

2. λ1 > µ > λk.

61



3. ρ > λ1. En particular, si d ≥ 3, p̂ tiene al menos dos ráıces distintas.

Demostración. Lo que haremos será proponer µ, con lo que sabremos cómo
es p̃, y esto a su vez nos determina qué polinomio debe ser p̂, ρ y c. Poste-
riormente corroboraremos que se cumplen todas las propiedades. Denotamos
por t := máxα(p). La idea es elegir

µ = t− 2
1

t−λ1 + 1
t−λk

,

de tal forma que
2

t− µ
=

1

t− λ1
+

1

t− λk
.

Como queremos que p = p̃+ cp̂, entonces

cp̂(x) = p(x)− p̃(x) = [(x− λ1)(x− λk)− (x− µ)2]
∏

i/∈{1,k}

(x− λi)

= [(2µ− λ1 − λk)x− (µ2 − λ1 − λk)]
∏

i/∈{1,k}

(x− λi),

lo que nos dice que debemos tomar c = 2µ− λ1 − λk y

ρ =
µ2 − λ1λk

2µ− λ1 − λk
=
µ2 − λ1λk

c
.

Observemos que en efecto p̂(x) ∈ P(d− 1).
De la definición de µ tenemos que t− µ es la media armónica de t− λ1

y t − λk. Por un lado, esto nos dice que t − µ está entre t − λ1 y t − λk y
por lo tanto µ está entre λ1 y λk, con lo que obtenemos el inciso 2. Por otro
lado, tenemos que t− µ es menor a la media aritmética, es decir,

t− µ < t− λ1 + t− λk
2

= t− λ1 + λk
2

que implica que 2µ > λ1 + λk y nos dice que c es positivo.
Parael inciso 3 observar que

ρ− λ1 =
µ2 − λ1λk − cλ1

c
=
µ2 − λ1λk − 2λ1µ+ λ2

1 + λλk
c

=
(µ− λ1)2

>
0.

Para el primer inciso, vemos que de la definición de µ tenemos que

Dp̃(t)

p̃(t)
=

2

t− µ
+
∑

i/∈{1,k}

1

t− λi
=

1

t− λ1
+

1

t− λk
+
∑

i/∈{1,k}

1

t− λi
=
Dp(t)

p(t)
=

1

α
,

de donde se sigue que máxα(p̃) = máxα(p) = t. Ahora, como Uα es lineal,
entonces c(Uαp̂)(t) = (Uαp)(t) − (Uαp̃)(t) = 0, y por lo tanto t es ráız de
Uαp̂. Como

t− ρ =
ct− µ2 + λ1λk

c
=

(λ1λk − λ1t− λ2t+ t2)− (t2 − 2µt+ µ2)

c
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=
(λ1 − t)(λk − t)− (t− µ)2

c
> 0,

ya que t ≥ λ1, λk. Entonces t > ρ y obtenemos que t es mayor que las ráıces
de p̂, las cuales son ρ y λi con i /∈ {1, k}. De esta forma concluimos que
t = máxα(p̂) y terminamos el inciso 1.

Convolución Aditiva Simétrica

En esta subsección nos dedicaremos a demostrar la siguiente cota para
el caso aditivo simétrico.

Teorema 3.1.29. Para polinomios de grado d con ráıces reales, p y q, se
cumple que

Rp�dq(w) ≤ Rp(w) +Rq(w).

Observación 3.1.30. 1. Por la Observación 3.1.26 esta desigualdad se
puede reescribir como

máx
α

(p�d q) + dα ≤ máx
α

(p) + máx
α

(q).

2. Observemos que esta cota es mejor que la de la Observación 3.1.5,
especialmente cuando la mayoŕıa de las ráıces de p y q están lejos de
sus ráıces máximas.

Empezaremos por ver un lema que es consecuencia del Teorema 3.1.4 y
que nos ayuda a lidiar con el caso en que p y q tienen distinto grado.

Lema 3.1.31. Para p ∈ P(d) y q ∈ P(k) con k < d, se cumple que

p�d q =
1

d
(Dp) �d−1 q.

Demostración. Como k < d, entonces q(d)(y) = 0 y por el Teorema 3.1.4
aplicado dos veces concluimos que

[p�d q](x) =
1

d!

d∑
i=0

p(i)(x)q(d−i)(y) =
1

d!

d∑
i=1

(p(1))(i−1)(x)q(d−i)(y)

(j=i-1)
=

1

d

1

(d− 1)!

d−1∑
j=0

(Dp)(j)(x)q(d−1−j)(y) =
1

d
(Dp) �d−1 q.

La demostración del caso general es muy similar a la del caso particular
en el que p(x) ∈ P(d) y q(x) = xd−1, aśı que empezaremos por hacer este
caso. Observemos que máxα(xd−1) = (d − 1)α y p(x) �d q(x) = Dp(x).
Entonces lo que queremos probar es lo siguiente.
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Lema 3.1.32. Para α ≥ 0, d ≥ 2, y p ∈ P(d),

máx
α

(Dp) ≤ máx
α

(p)− α.

Demostración. Para un polinomio p ∈ P(d) definimos

φ(p) = máx
α

(p)− α−máx
α

(Dp).

Para cada R > 0, demostraremos por inducción sobre d que todos los po-
linomios p ∈ P(d) con todas sus ráıces en [−R,R] cumplen que φ(p) ≥ 0.
Primero observemos que si p sólo tiene una ráız, es decir, si p = (x − λ)d,
entonces máxα(p) = λ + dα y máxα(Dp) = λ + (d − 1)α, con lo que obte-
nemos la igualdad φ(p) = 0. Por lo tanto, sólo tenemos que concentrarnos
en los polinomios con al menos dos ráıces distintas. Dado R > 0, sea p el
polinomio con todas sus ráıces en [−R,R] que minimiza el valor de φ. Sa-
bemos que existe este mı́nimo porque [−R,R]d es compacto. Supondremos
que máxα(Dp) > máxα(p)−α para llegar a una contradicción. Por el Lema
3.1.28 podemos obtener polinomios p̃ y p̂ tales que

máx
α

(p̃)− α = máx
α

(p̂)− α = máx
α

(p)− α.

Además, tenemos que p̃ tiene todas sus ráıces en [−R,R].
Ahora, en el caso base d = 2, tendremos que p̂ tiene grado 1 y por lo tanto

UαDp̂ es igual al primer coeficiente de p̂. Como este es positivo obtenemos
que (UαDp̂)(máxα(Dp)) > 0. Como p̃ = p − cp̂ con c positivo, esto implica
que (UαDp̃)(máxα(Dp)) < 0. Entonces máxα(Dp̃) > máxα(Dp) y

φ(p̃) = máx
α

(p̃)− α−máx
α

(Dp̃) < máx
α

(p)− α−máx
α

(Dp) = φ(p),

lo cual contradice el hecho de que p minimizaba φ.
Para d ≥ 3, la hipótesis de inducción nos dice que máxα(Dp̂) ≤ máxα(Dp)

y por lo tanto (UαDp̂)(máxα(Dp)) > 0, de manera análoga al caso base lle-
gamos a una contradicción. Por lo tanto, concluimos que φ(p) ≥ 0 y como
este es el valor mı́nimo obtenemos el resultado deseado.

Ahora śı estamos listos para demostrar el Teorema 3.1.29.

Demostración. Supongamos que p ∈ P(d) y q ∈ P(k). Procedemos por in-
ducción sobre d. En el caso base de d = 1 observamos que máxα(x−r) = r+α
y (x− λ) �1 (x− µ) = (x− λ− µ), por lo que se tiene la igualdad

máx
α

(p�1 q) + α = máx
α

(p) + máx
α

(q).

En el caso d > k, podemos usar el Lema 3.1.31, la hipótesis de inducción
y el Lema 3.1.32 para terminar:

máx
α

(p�d q) = máx
α

(Dp�d−1 q) ≤ máx
α

(Dp) + máx
α

(q)− (d− 1)α
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≤ máx
α

(p) + máx
α

(q)− dα,

En el caso k = d, fijemos un polinomio q ∈ P(d) y para p ∈ P(d) definimos

φ(p) = máx
α

(p) + máx
α

(q)− dα−máx
α

(p�d q).

Para cada R > 0, demostraremos que todos los polinomios p ∈ P(d) con
todas sus ráıces en [−R,R] cumplen que φ(p) ≥ 0. Primero observemos que
si p sólo tiene una ráız, es decir, si p = (x−λ)d, entonces máxα(p) = λ+ dα
y de la definición tenemos que p�d q = q(x−λ), por lo que máxα(p�d q) =
λ + máxα(q), y entonces se obtiene la igualdad φ(p) = 0. Por lo tanto,
sólo tenemos que concentrarnos en los polinomios con al menos dos ráıces
distintas. Dado R > 0, sea p el polinomio con todas sus ráıces en [−R,R]
que minimiza el valor de φ. Supondremos que

máx
α

(p�d q) > máx
α

(p) + máx
α

(q)− dα

para llegar a una contradicción. Por el Lema 3.1.28 podemos obtener poli-
nomios p̃ y p̂ tales que

máx
α

(p̃) + máx
α

(q)− dα = máx
α

(p̂) + máx
α

(q)− dα = máx
α

(p) + máx
α

(q)− dα.

Además, tenemos que p̃ tiene todas sus ráıces en [−R,R].
La hipótesis de inducción nos dice que

máx
α

(p̂�d q) ≤ máx
α

(p) + máx
α

(q)− dα

y por lo tanto (Uα(p̂�dq))(máxα(p�dq)) > 0. Como p̃ = p−cp̂ con c positivo,
esto implica que (Uα(p̃�d q))(máxα(p�d q)) < 0. Entonces máxα(p̃�d q) >
máxα(p�d q) y

φ(p̃) < φ(p),

lo cual contradice el hecho de que p minimizaba φ. Por lo tanto, concluimos
que φ(p) ≥ 0 y como este es el valor mı́nimo, terminamos la inducción.

Observación 3.1.33. Si se hacen las cuentas con mayor detenimiento es
posible demostrar que la igualdad sólo se da cuando p o q son polinomios
con una sola ráız.

Convolución Multiplicativa Simétrica

Para acotar las ráıces de la convolución multiplicativa finita se utiliza
una variante de la transformada S de Voiculescu. La cual definiremos como

M̃p(z) = zGp(z)− 1 =
1

d

d∑
i=1

∑
j≥1

(
λi
z

)j
.
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Para un polinomio p con ráıces reales no negativas y z > 0, podemos observar
que

z > máx root(p) ⇔ M̃p(z) <∞.

Definimos la inversa de esta transformada, M̃(−1)
p (w), como la mayor z tal

que M̃p(z) = w, y definimos

S̃p(w) =
w

w + 1
M̃(−1)

p (w).

Este es el rećıproco de la transformada S usual. Con esta notación la cota
que podemos obtener para la convolución multiplicativa es la siguiente

Teorema 3.1.34. Para polinomios con ráıces reales no negativas, p y q, y
para w > 0, se cumple que

S̃p�dq(w) = S̃p(w)S̃q(w).

La demostración de este teorema es similar a la del caso aditivo simétrico
sólo que teniendo un poco más de cuidado con las cuentas, las cuales se
vuelven un poco más complicadas debido a la necesidad de trabajar sólo con
polinomios que tienen puras ráıces positivas. Primero hacemos el caso para
cuando p tiene sólo una ráız. Luego obtenemos un lema que nos ayuda a lidiar
con el caso en que p y q tienen distinto grado, el cual ahora es consecuencia
directa del Teorema 3.1.7 y en el que en lugar de tomar la derivada del
polinomio con grado mayor, ahora tomamos la derivada polar respecto a 0
de este polinomio. En este caso necesitaremos reescribir la derivada polar
y obtener algunas propiedades de este operador. Por último necesitamos
un corolario del Lema 3.1.28, el cual nos encamina más a los polinomios
espećıficos que deseamos construir en este caso. El lector interesado en todos
los detalles puede consultar la Sección 4.2 de [MSS15a].

Convolución Aditiva Asimétrica

Para definir la transformada para la convolución aditiva asimétrica, ne-
cesitaremos de una operación que nos permita evaluar polinomios en x2 en
lugar de x.

Definición 3.1.35. Definimos S como la operación que convierte un poli-
nomio en p(x) en el polinomio p(x2). Observemos que si p tiene sólo ráıces
positivas reales, λi, entonces Sp tiene ráıces ±

√
λi. Usaremos esta misma

notación para cuando λ es una distribución de probabilidad con soporte en
los reales no negativos, en este caso definimos Sλ como la correspondiente
distribución de probabilidad en ±

√
λi.

Observación 3.1.36. En probabilidad libre se sabe que si λ y µ son distri-
buciones de probabilidad en los números positivos, y si ++ es su convolución
asimétrica libre, entonces

RSλ++Sµ(w) = RSλ(w) +RSµ(w).

66



Inspirados en la igualdad anterior se puede obtener la siguiente cota para
la convolución aditiva asimétrica.

Teorema 3.1.37. Para polinomios de grado d con ráıces reales no negativas,
p y q, se cumple que

RS(p++dq)(w) = RSp(w) +RSq(w).

Para demostrar este teorema primero podemos reescribirlo en términos
de máxα de la siguiente manera:

Teorema 3.1.38. Para d ≥ 1 y p, q ∈ P+(d), se cumple que para toda α,

máx
α

(S(p ++d q)) = máx
α

(Sp) + máx
α

(Sq)− 2αd,

con igualdad sólo si alguno de los polinomios es xd.

Con el siguiente lema, que es una especie de normalización, vemos que
basta probar el teorema anterior para el caso particular α = 1.

Lema 3.1.39. Para un polinomio con ráıces reales, p(x), se cumple que

máx
α

(p(x)) =
1

α
máx root(U1p(αx)) =

1

α
máx

1
(p(αx)).

Como con las otras convoluciones, observamos que para lidiar con dos
polinomios de distinto grado, basta primero aplicarle una operación al poli-
nomio de mayor grado. En este caso la operación será DxD, también cono-
cida como la derivada de Laguerre. Luego hay que reescribir la convolución
aditiva simétrica en términos de esta derivada, ahora estos resultados se
siguen del Teorema 3.1.10. Posteriormente utilizamos una consecuencia del
Lema 3.1.28 para reducir el análisis a casos especiales. Por último se hacen
los 3 casos especiales:

p(x) = (x− λ)d y q(x) = xd−1.

p(x) ∈ P+(d) y q(x) = xd−1.

p(x) = (x− λ)d y q(x) = (x− µ)d.

Cabe mencionar que la demostración del último caso no es nada sencilla
y los autores dedican toda una subsección a esto. La idea es que hay que
acotar la transformada de Cauchy de polinomios del tipo

qλ,µd (x) = (x− λ)d ++d (x− µ)d,

para lo cual hay que relacionar esta transformada con polinomios de Chebys-
hev del segundo tipo, y esto requiere varios pasos y cotas un poco técnicas.
El lector interesado en todos los detalles puede consultar las Secciones 4.3 y
4.4 de [MSS15a].
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3.2. Gráficas de Ramanujan bipartitas de todos los
tamaños

En esta sección analizaremos los resultados del último art́ıculo de la serie
[MSS15d]. Para ello será útil tener en mente lo que ya vimos sobre gráficas
de Ramanujan en la primer sección del caṕıtulo pasado. El teorema principal
de este art́ıculo es que la unión de m emparejamientos perfectos aleatorios
de una bipartición de 2d vértices es Ramanujan con probabilidad positiva.

Teorema 3.2.1. Para d ≥ 3, sean P1, . . . , Pd matrices de permutación in-
dependientes y uniformemente aleatorias de tamaño n × n. Entonces, con
probabilidad positiva, los valores propios no triviales de

A =
d∑
i=1

(
0 Pi
P Ti 0

)
son todos menores que 2

√
d− 1 en valor absoluto.

En este art́ıculo también se demuestra una versión no bipartita.

Teorema 3.2.2. Para d ≥ 3 y n par, sean P1, . . . , Pd matrices de permuta-
ción independientes y uniformemente aleatorias de tamaño n× n. Sea M la
matriz de adyacencia de cualquier emparejamiento perfecto fijo en d vértices.
Entonces, con probabilidad positiva, los valores propios no triviales de

A =

d∑
i=1

PiMP Ti

son todos menores que 2
√
d− 1.

Observación 3.2.3. 1. Observemos que en el primer teorema, por cómo
está construidoA, esta será la matriz de adyacencia de una multigráfica
bipartita y además es Ramanujan por que sus valores propios están
acotados en valor absoluto por 2

√
d− 1. Mientras tanto, en el segundo

teorema, por cómo está construido A, obtenemos una multigráfica d-
regular. Sin embargo, no aseguramos que sea de Ramanujan debido a
que no tenemos control sobre el menor valor propio.

2. Es importante recalcar que como en ambos teoremas tendremos unio-
nes de emparejamientos independientes, las gráficas que se producen
pueden tener multiaristas y por ende son multigráficas.

3. Observemos que si nos olvidamos del hecho de que son multigráficas,
estos teoremas se pueden ver como una generalización del resultado
principal de la Sección 2.1 (Ver Teorema 2.1.24). Esto es porque ahora
seŕıamos capaces de construir gráficas de Ramanujan d-regulares en n
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vértices para cualquier grado d y cualquier cantidad par de vertices n,
mientras que en la Sección 2.1 sólo pod́ıamos hacer esto para cualquier
grado d y una infinidad espećıfica de valores n que depend́ıan del grado,
los cuales eran de la forma n = 2k(d+ 1) con k ∈ N.

4. Hay que destacar que en este art́ıculo no se presenta una forma de
construir gráficas de Ramanujan en tiempo polinomial. Aunque esto
puede ser de interés matemático, para las aplicaciones no es tan nece-
sario ya que basta con generar gráficas casi Ramanujan y ya se cuenta
con algoritmos eficientes para este fin.

La demostración de ambos teoremas sigue la misma estrategia y es simi-
lar a lo que hemos estado haciendo en las demás aplicaciones. En este trabajo
sólo presentaremos el caso no bipartito, que es considerablemente más sim-
ple, y para el caso bipartito sólo daremos la idea general. La estrategia en
ambos casos consiste de tres pasos importantes:

Primero, se muestra que el polinomio caracteŕıstico esperado (de las
gráficas aleatorias que nos importan) tiene ráıces reales y proviene de
familias de polinomios que se entrelazan, lo cual reduce el problema al
de analizar las ráıces de estos polinomios.

Posteriormente, se deriva una fórmula cerrada para este polinomio
caracteŕıstico esperado utilizando un teorema de cuadratura similar al
de la sección anterior.

Por último, se utilizan las cotas obtenidas en la sección anterior para
acotar el espectro del polinomio caracteŕıstico esperado.

3.2.1. Entrelazado para Permutaciones

En esta subsección descompondremos las permutaciones aleatorias en
transposiciones que actúan en dos vértices a la vez y mostraremos que estas
transposiciones corresponden a transformaciones lineales que preservan las
propiedades de ráıces reales de ciertos polinomios multivariados. La parte
importante será ver que si A y B son matrices simétricas, entonces el polino-
mio caracteŕıstico esperado de A+PBP T tiene ráıces reales para una matriz
de permutación P . Para ello necesitaremos de una clase de polinomios tipo
determinante que serán el análogo a los polinomios caracteŕıstico mixtos de
los caṕıtulos pasados.

Empezaremos por definir qué es una transposición aleatoria y la cla-
se especial de permutaciones aleatorias con las que trabajaremos, que son
precisamente aquellas que se pueden obtener como composición de transpo-
siciones aleatorias.
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Definición 3.2.4 (Transposición aleatoria). Una transposición aleatoria es
una matriz aleatoria que es igual a una transposición de dos ı́ndices a, b
(fijos) con probabilidad α y que es igual a la identidad con probabilidad
1− α, para algún α ∈ [0, 1].

Definición 3.2.5 (Realizable con transposiciones). Decimos que una ma-
triz aleatoria p con soporte en las matrices de permutación, es realiza-
ble con transposiciones si existen transposiciones aleatorias S1, . . . , SN ta-
les que la distribución de P es la misma que la distribución del producto
SNSN−1 . . . S2S1.

La importante de la última definición es que una matriz de permutación
uniformemente aleatoria es realizable con transposiciones.

Lema 3.2.6. Sean P y S matrices de permutación de n×n uniformemente

aleatorias. Entonces P y P ⊕S =

(
P 0
0 S

)
son realizables con transposicio-

nes.

Demostración. Supongamos que S1k es la transposición aleatoria que con
probabilidad 1

k es la identidad y con probabilidad k−1
k transpone e1 con

ek. Definimos M2 = S12 y recursivamente para k > 2 definimos Mk =
Mk−1S1kMk−1. Veamos por inducción que Mk permuta uniformemente las
primeras k entradas (el resto se queda fijo porque ninguna transposición
actúa en las demás entradas). El caso base k = 2 es trivial. Y si suponemos
la hipótesis cierta para k − 1, tenemos dos posibles casos.

Con probabilidad 1
k tendremos que S1k es la identidad, en este caso Mk =

Mk−1S1kMk−1 deja fijo a k mientras que los demás indices se permutan de
manera uniforme.

Con probabilidad k−1
k transponemos e1 con ek, en este caso Mk =

Mk−1S1kMk−1 manda a k en algún j = 1, . . . , k−1 con probabilidad 1
k−1

k−1
k =

1
k , mientras que las entradas {1, . . . , k}\{j} se permutan uniformemente.

En ambos casos concluimos que Mk permuta uniformemente las primeras
k entradas y por lo tanto Mn es una permutación aleatoria uniforme que es
realizable con transposiciones.

Para P ⊕ S utilizamos el argumento anterior para realizar P ⊕ I, luego
para I ⊕ S y los multiplicamos.

Ahora presentaremos la noción de polinomios tipo determinante que nos
será útil para encontrar polinomios univariados con ráıces reales. Esto se
puede ver como el análogo a estabilidad real que utilizamos en los caṕıtulos
anteriores.

Definición 3.2.7 (Polinomios tipo determinante). Un polinomio homoge-
neo P (X1, . . . , Xm) de grado d en las entradas de m matrices simétricas de
d × d, X1, . . . , Xm, se llama tipo determinante si cumple las siguientes dos
propiedades.
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Hiperbolicidad respecto a (I, I, . . . , I). Las restricciones univaria-
das

q(t) = P (tI −A1, . . . , tI −Am)

tienen ráıces reales para todas las matrices simétricas A1, . . . , Am. Para
los interesados en aprender más sobre condición de hiperbolicidad los
referimos a [Pem12].

Linealidad de rango 1. Para un vector v, un ı́ndice i ≤ m, y un real
s, se cumple que

P (X1, X2, . . . , Xi + svvT , . . . , Xm)

= P (X1, X2, . . . , Xm) + sDi,vvTP (X1, X2, . . . , Xm),

donde denotamos por

Di,vvTP (X1, X2, . . . , Xm) =

(
∂

∂s
P (X1, X2, . . . , Xi + svvT , . . . , Xm)

)∣∣∣∣
s=0

a la derivada direccional de P en dirección (0, . . . , 0, vvT , 0, . . . , 0), con
vvT en la posición i. Observemos que Di,vvTP (X1, X2, . . . , Xm) es ho-
mogeneo de grado d− 1.

Ejemplo 3.2.8. Un ejemplo importante de polinomios tipo determinante
es precisamente el determinante de una suma de matrices:

P (X1, . . . , Xm) = det(X1 + · · ·+Xm).

En efecto, la hiperbolicidad se sigue de que P (tI − A1, . . . , tI − Am) =
det(mI −A1− · · · −Am) es el polinomio caracteŕıstico mixto de una matriz
simétrica, mientras que la linealidad de rango uno se sigue de la invarianza
del determinante bajo cambio de bases y su linealidad respecto a las entradas
de la matriz. Esto último también se puede hacer utilizando el Lema 1.2.10.

En la siguiente observación presentaremos tres resultados sencillos rela-
cionados con los polinomios tipo determinante que nos serán útiles.

Observación 3.2.9. 1. Los cambios de rango 1 se entrelazan. Es
decir, si P (X1, . . . , Xm) es del tipo determinante, entonces para cual-
quier entrada i, todo vector v y matrices simétricas A1, . . . , Am tene-
mos que

P (tI−A1, . . . , tI−Am) y P (tI−A1, . . . , tI−Ai−vvT , . . . , tI−Am)

se entrelazan.

En efecto, observemos que basta hacerlo para la primera entrada y en
este caso, de la linealidad de rango 1 tenemos que

P (tI −A1 − svvT , tI −A2, . . . , tI −Am)
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= P (tI −A1, . . . , tI −Am)− sDvvTP (tI −A1, . . . , tI −Am).

Como P es hiperbólico, si lo vemos como polinomio univariado en
t, tiene ráıces reales y por el Lema 1.1.5 sabemos que DvvTP (tI −
A1, . . . , tI−Am) entrelaza a P (tI−A1, . . . , tI−Am) y de propiedades
simples de entrelazado (se puede consultar [Fis06]) concluimos que
P (tI −A1, . . . , tI −Am) entrelaza a

P (tI −A1, . . . , tI −Am)−DvvTP (tI −A1, . . . , tI −Am)

= P (tI −A1 − vvT , tI −A2, . . . , tI −Am).

2. Las permutaciones preservan linealidad de rango 1. Como
el conjunto de matrices de rango 1 es invariante bajo conjugación
por permutaciones, entonces si Π es una matriz de permutación y
P (X1, . . . , Xm) es de rango 1 lineal, tendremos que P (ΠX1ΠT , X2 . . . , Xm)
también es de rango 1 lineal. Además, de la linealidad de Di,vvT se si-
gue que si P y Q son de rango 1 lineal, entonces P +Q también es de
rango 1 lineal.

3. Si conjugamos una matriz simétrica por una transposición y
la restamos de la matriz original obtenemos una matriz de
rango 2 y traza 0. En efecto, si A es simétrica con entradas aij y
suponemos sin pérdida de generalidad que σ es una transposición de
las dos primeras entradas, entonces tendremos que

A− σAσT =


a11 − a22 a12 − a21 a13 − a23 a14 − a24 . . .
a21 − a12 a22 − a11 a23 − a13 a24 − a14 . . .
a31 − a32 a32 − a31 0 0 . . .

a41 − a42 a42 − a41 0
. . .

...
...

...
. . .

 .

Entonces, es claro que tiene traza 0. Además, si a11− a22 = a12− a21,
las primeras dos filas son linealmente independientes y el resto son
múltiplos de (1,−1, 0, . . . , 0), mientras que si a11 − a22 6= a12 − a21,
entonces la suma de las primeras dos filas es (c,−c, 0, . . . , 0) con c 6= 0
y las demás son múltiplos escalares de esta. Por lo que concluimos que
A− σAσT tiene rango 2.

Ahora utilizaremos lo que acabamos de aprender en un resultado que
será bastante útil, el cual establece que las transposiciones aleatorias definen
operadores lineales que preservan la propiedad de ser tipo determinante.

Lema 3.2.10 (Transposiciones aleatorias preservan el tipo determinante).
Si P (X1, . . . , Xm) es del tipo determinante, entonces para cualquier i =
1, . . . ,m y transposición aleatoria S, el polinomio

ESP (X1, . . . , SXiS
T , . . . , Xm)
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es del tipo determinante.

Demostración. Observemos que basta hacerlo para la primer entrada, (i =
1). Supongamos que S es igual a una transposición σ con probabilidad α e
igual a la identidad con probabilidad 1− α, entonces queremos ver que

Q(X1, . . . , Xm) = ESP (X1, . . . , SXiS
T , . . . , Xm)

= (1− α)P (X1, . . . Xm) + αP (σX1σ
T , X2, . . . Xm)

es hiperbólico y lineal de rango 1. La homogeneidad se sigue de que las
transposiciones y combinaciones convexas preservan homogeneidad. El inciso
2 de la Observación 3.2.9 nos dice que la linealidad de rango 1 también
se preserva. Para la hiperbolicidad debemos ver que cualquier restricción
univariada en dirección (I, . . . , I),

Q(tI −A1, . . . , tI −Am) = (1− α)P (tI −A1, . . . , tI −Am)

+αP (tI − σA1σ
T , tI −A2, . . . , tI −Am),

tiene ráıces reales. Por el inciso 3 de la Observación 3.2.9 sabemos que
σA1σ

T − A1 es de rango 2 y tiene traza 0, por lo que existen vectores a
y b tales que

P (tI−σA1σ
T , tI−A2, . . . , tI−Am) = P (tI−A1+bbT−aaT , tI−A2, . . . , tI−Am).

Por último, como P es del tipo determinante, por el inciso 1 de la Obser-
vación 3.2.9 tenemos que P (tI − A1 + bbT , tI − A2, . . . , tI − Am) entrelaza
tanto a

P (tI −A1 + bbT − aaT , tI −A2, . . . , tI −Am)

como a
P (tI −A1, tI −A2, . . . , tI −Am).

Esto nos dice que estos dos últimos tienen un entrelazado común y el Lema
1.1.5 nos permite concluir que su combinación convexa Q(tI −A1, . . . , tI −
Am) tiene ráıces reales y terminamos.

El resultado principal de esta subsección es el siguiente y se obtiene de
aplicar nN veces el lema que acabamos de probar. Este resultado establece
que los polinomios caracteŕısticos esperados de productos de transposicio-
nes aleatorias siempre tienen ráıces reales. Recordemos que estos polino-
mios cumplen la misma función que los polinomios caracteŕısticos mixtos
del caṕıtulo pasado.

Teorema 3.2.11. Sean A1, . . . , Am matrices simétricas de d × d y sean
{Sij}i≤m,j≤N transposiciones aleatorias independientes (no necesariamente
idénticas). Entonces

Eχ

(
m∑
i=1

S1
i,NSi,N−1 · · ·Si1AiSTi1 · · ·STiN

)
,

73



tiene ráıces reales.

Demostración. Empezamos con P (X1, . . . , Xm) = det(X1+· · ·+Xm) que ya
sabemos que es del tipo determinante y aplicamos nN veces el lema anterior
para ver que cada transposición Sij preserva el tipo determinante. Con ello
obtenemos que

ES1N
· · ·ES11ES2N

· · ·ESn1 det

(
m∑
i=1

S1
i,NSi,N−1 · · ·Si1AiSTi1 · · ·STiN

)
,

es del tipo determinante y al tomar la restricción Xi = t
mI−Ai terminamos.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y la teoŕıa de familias
de polinomios que se entrelazan obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.12. Sean A1, . . . , Ad matrices simétricas de n × n y sean
P1, . . . Pd permutaciones aleatorias independientes realizables con transpo-
siciones. Entonces para todo k ≤ n, con probabilidad positiva se tiene

λk

(
d∑
i=1

PiAiP
T
i

)
≤ λk

(
Eχ

(
d∑
i=1

PiAiP
T
i

))
.

3.2.2. Cuadratura

En esta subsección derivaremos una fórmula cerrada para el polinomio
caracteŕıstico esperado de la suma de permutaciones aleatorias. Primero hay
que observar que los polinomios caracteŕısticos esperados de permutaciones
aleatorias se puede reemplazar por polinomios caracteŕısticos esperados de
matrices ortogonales aleatorias. Esto nos dice que los polinomios caracteŕısti-
cos no pueden distinguir entre el conjunto de matrices de permutación y el
conjunto de matrices ortogonales. Esencialmente, esto sucede porque los de-
terminantes son multilineales, lo cual causa ciertas restricciones para que
tengan coeficientes de Fourier de grado muy bajo. Este teorema de cuadra-
tura es bastante similar al que mencionamos en la sección anterior para la
convolución aditiva simétrica y que esbozamos para el caso asimétrico. Debi-
do a que es bastante técnico sólo daremos la idea general, referimos al lector
a la Sección 4 de [MSS15d] para llenar los detalles.

El objetivo principal de este caṕıtulo es demostrar el siguiente resultado

Teorema 3.2.13. Supongamos que A y B son matrices simétricas de d× d
con A1 = a1 y B1 = b1, donde 1 = (1, . . . , 1). Sea χx(A) = (x − a)p(x) y
χx(B) = (x− b)q(x). Entonces

EPχx(A+ PBP T ) = (x− (a+ b))p(x) �d−1 q(x),

donde P es una permutación aleatoria uniforme.
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Observemos que las matrices A,B, P tienen el vector propio 1, lo que
nos dice que podemos tomar el cambio de base V que manda 1 al vector en,
y digonalizarlas en bloques simultaneamente, es decir,

V AV T =

(
Â 0
0 a

)
= Â⊕ a, V BV T = B̂ ⊕ b, V PV T = P̂ ⊕ 1.

Como el determinante es invariante cuando cambiamos la base, tenemos que

EP det(xI−A−PBP T ) = EP det(xI−V AV T−(V PV T )(V BV T )(V P TV T ))

= EP̂ det(xI − Â⊕ a− (P̂ ⊕ 1)(B̂ ⊕ b)(P̂ T ⊕ 1))

= EP̂ det((xI − Â− P̂ B̂P̂ T )⊕ (x− a− b))

= (x− a− b)EP̂ det(xI − Â− P̂ B̂P̂ T ),

donde para una P , la transformación ortogonal P̂ permuta a ê1, . . . , ên, las
proyecciones ortogonales a 1 de la base estándar de vectores e1, . . . , en. Como
estos son los vértices de un simplejo regular con d vértices en Rd−1 centrado
en el origen, podemos ver a los P̂ como elementos del grupo simétrico de
este simplejo, denotaremos a este grupo como Ad−1. Por otro lado, como
p(x) = χ(Â) y q(x) = χ(B̂), tenemos que p(x)�d−1q(x) = EQχ(Â−QB̂QT ).

Por lo tanto el Teorema 3.2.13 se reduce a demostrar que cualesquiera
matrices Â y B̂ de (d− 1)× (d− 1) cumplen que

EP̂χ(Â+ P̂ B̂P̂ T ) = EQχ(Â+QB̂QT ),

donde Q es una matriz ortogonal aleatoria de Haar de tamaño (d−1)×(d−1)
y P se distribuye uniformemente en Ad−1. Observemos que esto es muy
parecido al teorema de cuadratura de la sección anterior, sólo que ahora
P es un elemento en Ad−1 en lugar de una permutación aleatoria signada.
Como Â es matriz simétrica, si tomamos A = Ix−A y B = B̂, la igualdad
anterior es equivalente a demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.14 (Teorema de cuadratura). Supongamos que A y B son
matrices simétricas de d× d, entonces

EP∈Ad
det(A+ PBP T ) = EQ∈O(d) det(A+QBQT ),

donde Ad son las permutaciones.

Como ya mencionamos, la demostración de este teorema es un poco técni-
ca y larga. Aśı que al igual que en la sección anterior sólo mencionaremos
las ideas importantes. Los dos pasos importantes son:

Demostrar que se tiene invarianza para Ad. Es decir, que el lado iz-
quierdo es invariante si multiplicamos (del lado derecho) a P por ma-
trices ortogonales.
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Ver que la Invarianza implica cuadratura.

Invarianza para Ad. La primer parte se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.15. Sean A y B matrices de d× d, y sea

fA,B(Q) = det(A+QBQT ).

Entonces, para todo Q0 ∈ O(d),

EP∈Ad
fA,B(P ) = EP∈Ad

fA,B(PQ0).

Para demostrar esta invarianza, lo dividimos en varios pasos.

1. Primero recordamos el Lema 3.1.14 que nos dice que los determinantes
son de grado pequeño en rotaciones de rango 2.

2. Luego lo utilizamos para demostrar que se tiene Invarianza para A2,
esto es similar al Teorema 3.1.16.

3. Posteriormente vemos que se tiene invarianza para Ai,j,k, que es el
subgrupo de Ad que permuta las entradas i, j y k.

4. Por último se demuestra que Oi,j,k genera a O(d). Donde Oi,j,k actua
en el subespacio lineal bidimensional paralelo al subespacio af́ın que
generan los vértices i, j y k, y deja fijo al subespacio ortogonal a este.

Invarianza implica cuadratura. Esta parte es bastante más sencilla
y se sigue del siguiente resultado más general.

Lema 3.2.16. Sea f una función de O(d) a R y sea H un subgrupo finito
de O(d). Si

EP∈Hf(P ) = EP∈Hf(PQ0), ∀Q0 ∈ O(d),

entonces
EP∈Hf(P ) = EQ∈O(d)f(Q),

donde Q se distribuye de acuerdo a la medida de Haar y P es uniforme en
H.

Para terminar esta sección, observemos que el Teorema 3.2.13 se puede
generalizar fácilmente para suma de varias matrices, para ello basta aplicarlo
d− 1 veces.

Teorema 3.2.17. Supongamos que A1, . . . , Ad son matrices simétricas de
n× n con Ai1 = ai1 y χx(Ai) = (x− ai)pi(x). Entonces

EP1,...,Pd
χx

(
d∑
i=1

PiAiP
T
i

)
=

(
x−

d∑
i=1

ai

)
p1(x) � · · ·� pd(x),

donde P1, . . . , Pd son matrices de permutación aleatorias uniformes e inde-
pendientes.
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Ahora śı estamos listos para demostrar el Teorema 3.2.2.

Demostración. Sea M la matriz de adyacencia de un emparejamiento per-
fecto en n vértices, con n par. Por el Lema 3.2.6, la distribución uniforme
en permutaciones es realizable con transposiciones aleatorias. Entonces, el
Teorema 3.2.12 nos dice que con probabilidad positiva

λk

(
d∑
i=1

PiAiP
T
i

)
≤ λk

(
Eχx

(
d∑
i=1

PiAiP
T
i

))
.

Por el Teorema 3.2.17 sabemos que

Eχx

(
d∑
i=1

PiAiP
T
i

)
= (x− d)(p(x) �n−1 · · ·�n−1 p(x)),

donde �n−1 se aplica d veces y

p(x) =
χx(M)

x− 1
= (x− 1)

d
2
−1(x+ 1)

d
2 ,

es el polinomio caracteŕıstico de un emparejamiento perfecto al que le qui-
tamos la ráız trivial 1 (una de las múltiples que tiene). Por lo tanto, ahora
debemos enfocarnos en acotar la ráız más grande de p�d = p�n−1 · · ·�n−1p,
lo cual ya sabemos hacer gracias a la sección anterior. Observemos que la
transformada de Cauchy de p(x) es menor a la de χ(M)(x) para x > 1,

Gp(x) =
d
2 − 1

d− 1

1

x− 1
+

d
2

d− 1

1

x+ 1
<

1

2

1

x− 1
+

1

2

1

x+ 1
=

x

x2 − 1
= Gχ(M)(x).

Como ambas funciones son decrecientes en x > 1, obtenemos la siguiente
cota para la transformada de Cauchy,

Kp(w) < Kχ(M)(w) ∀w > 0.

Si utilizamos d−1 veces la cota para la convolución aditiva simétrica obtenida
en el Teorema 3.1.29 llegamos a que

Kp�d ≤ d · Kp(w)− d− 1

w
< d · Kχ(M)(w)− d− 1

w
= dx− d− 1

w

= dx− (d− 1)(x2 − 1)

x
=
x2 + d− 1

x
,

donde tomamos Kχ(M)(w) = x y usamos que w = x
x2−1

. Por último, podemos

ver que esta expresión se minimiza cuando x =
√
d− 1 y se obtiene el valor

2
√
d− 1. Y como Kp�d acota la ráız más grande de p�d, concluimos que
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existen matrices de permutación P1, . . . , Pd de tamaño n × n, tales que los
valores propios no triviales de

A =
d∑
i=1

PiMP Ti

son todos menores que 2
√
d− 1. Y con esto terminamos.

La demostración del Teorema 3.2.1 es similar a la del Teorema 3.2.2,
sólo que ahora utilizaremos la cota para la convolución aditiva asimétrica
obtenida en el Teorema 3.1.37.
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