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Introduccion

Un sistema meandrico se puede definir como un conjunto de curvas ce-
rradas que no se intersectan, tales que cruzan una linea horizontal por una
cantidad finita de puntos, la motivacién de su nombre proviene de la simili-
tud que guarda con la curva descrita por un rio a la que se le conoce como
meandro. Entre trabajos pioneros que se tienen acerca de sistemas meandri-
cos destacan los realizados por P. Di Francesco, O. Golinelli y E. Guitter en
los noventa. En particular, el articulo [1] donde se analizan los semi-sistemas
meandricos es una buena introduccion al tema.

Los problemas estudiados en relacién con sistemas meandricos son por lo

general problemas combinatorios, y debido a su naturaleza se han atacado
numerosas veces a través de herramientas de conteo, algebraicas, compu-
tacionales, entre otras. En el trabajo de esta tesis se abordara el problema
de contar el nimero promedio de componentes de los sistemas meandricos
en 2n puntos donde con componente nos referimos a una curva cerrada. El
enfoque con que se estudiara este problema se basa en el uso de herramien-
tas de probabilidad libre, para ser mas especifico, a través de la convolucion
aditiva libre.
En el primer capitulo vamos a adentrarnos de manera general en todas aque-
llas herramientas que vamos a requerir. Para esto, se vera de manera muy
general que es un sistema meandrico y abordaremos brevemente lo que es
la Probabilidad No Conmutativa. La inclusién de este capitulo tiene como
objetivo permitir a cualquier lector que no esté familiarizado con dichos con-
ceptos poder comprender todo el trabajo de esta tesis. En este sentido lo que
se busca es que este sea un trabajo autocontenido.

El segundo capitulo estd basado en Nica [5]. Para este capitulo vamos a
estar particularmente interesados en todos aquellos sistemas meandricos de
un solo componente, los cudles en la literatura son referidos como meandros
simplemente. Para esto, introduciremos lo que es un sistema meéandrico irre-



ducible y se vera que en particular todo meandro es un sistema meandrico
irreducible, por lo que el poder contar todos los sistemas meandricos irreduci-
bles en 2n puntos nos permitira establecer una cota superior para el niimero
de meandros en 2n puntos. La herramienta fundamental sera ver que el niime-
ro de sistemas medandricos irreducibles en 2n puntos es de hecho el 2n-ésimo
cumulante libre de una variable aleatoria en el sentido algebraico visto en el
Capitulo 1. Es aqui donde entrara toda la herramienta de Probabilidad No
Conmutativa. En este sentido, la motivacién de este Capitulo 2, es el de darle
al lector una idea general de como los problemas de conteo sobre sistemas
meandricos pueden abordarse a través de herramientas de probabilidad libre.
Para el tercer capitulo nos basaremos en Tracy [3]. Este capitulo serd nuestra
maquinaria base para poder abordar el problema principal de la tesis. Para
esto buscaremos hallar una relaciéon entre el nimero de componentes de un
sistema meéandrico en 2n puntos y la distancia en el diagrama de Hasse de
NC(n). Dicha relacién nos permitird estudiar el nimero de componentes de
los sistemas meandricos a través de expresiones que dependen de particiones
en NC(n), es aqui donde podremos hacer uso de la convolucién aditiva libre.

Finalmente, en el cuarto y ultimo capitulo, el cual estd basado en [6], nos
enfocaremos en lo ultimo mencionado. Se hara uso de la convolucién aditiva
libre para poder hallar expresiones que dependen completamente del niimero
de bloques de las particiones en NC'(n). Con estos resultados y lo obtenido en
el Capitulo 3 vamos a dar expresiones algebraicas para el niimero promedio de
componentes y con ellos conocer como se comportan asintoticamente cuando
n crece arbitrariamente.



Capitulo 1

Preliminares

A continuacion se dardan algunas definiciones y conceptos previos, ademas
de resultados que serviran al desarrollo del posterior trabajo. Estos conceptos
y resultados motivan ademés de manera natural la introduccién de la pro-
babilidad libre. Algunos de ellos solo se mencionaran sin verse a detalle pues
se trata de resultados bastante conocidos y no van enfocados en el objetivo
principal de este trabajo.

1.1. El conjunto de permutaciones y particio-
nes en n elementos

La idea de presentar estas dos nociones juntas va encaminado en el hecho
de que existe un encaje natural del conjunto de particiones en el de permuta-
ciones. De esta relacion se hablard bastante en el Capitulo 3 de esta tesis, y
de hecho, nos va a permitir encontrar una relacion directa entre la grafica de
Cayley del conjunto de permutaciones con el diagrama de Hasse del conjunto
de particiones que no se cruzan. Esta relacion sera fundamental a lo largo del
Capitulo 4 y nos permitird, via la distancia en el diagrama de Cayley, definir
una distancia en el diagrama de Hasse.

1.1.1. El conjunto de permutaciones S,

Definicién 1. Para n € N definimos [n] = {1,2,....,n}, vy S, = {f|f :
[n] — [n] tal que f es biyectiva } como el conjunto de permutaciones de n



elementos. Una transposicion es un elemento de S,, que deja invariante todos
los elementos salvo dos que intercambian mutuamente.

Es bien sabido que toda permutacién puede expresarse como composicion
de transposiciones, lo cual motiva a la siguiente definicién.

Definicién 2. Para una permutacién o € S,, denotamos por ||o|| a su
norma, definida de la siguiente manera,

llo|| = min{m : 0 =t;---t, donde ti, ..., t,, son transposiciones}.

Es ademas conocido que toda permutacién puede descomponerse como
producto de ciclos disjuntos, denotaremos a la cantidad de ciclos disjuntos
de o por #ciclos(o).

Ejemplo 3. Dada la permutaciéon ¢ como sigue,
123456
2315 46)°

su descomposicién en ciclos disjuntos es (123)(45)(6) y por ende #ciclos(o) =
3.

Un resultado bastante conocido es que para o € S, se cumple ||o|| =
n—#ciclos(o), y de hecho, se verificara dicho resultado en el Capitulo 3. Estas
son las herramientas basicas que se requieren saber acerca de permutaciones,
como lo mencione al principio, estos resultados son bastante conocidos de un
curso de teoria de grupos y por tal motivo no se detalla mas.

1.1.2. El conjunto de particiones P(n)

Ahora hablaremos de particiones, que como mas adelante se vera, surge de
manera muy natural al pensar el problema de calcular momentos de variables
aleatorias a base de herramientas combinatorias en vez de analiticas. Esto
mismo motivard ademas a la introduccion de la probabilidad libre, de la cual
se hablara brevemente.

Definicién 4. Para n € N denotamos por P(n) el conjunto de particio-
nes de [n], dado por {(A1,...., Ax)|A; C [n], AN A; = 0,Vi # j,UF A, =
[n], con 1 < k < n}. Alos A; se les denomina bloques de la particién y se
denota por |7| a la cantidad de bloques de la particién 7.
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En palabras simples, una particiéon de [n] es una diseccién en bloques
disjuntos de {1,...,n}. Existen ademds conjuntos propios de P(n) que serd
util definir.

Definicién 5. 1. Se define el conjunto de particiones que no se cruzan de
n elementos, NC'(n), como el subconjunto de particiones de P(n) tales
que si m € NC(n), entonces no existen a < b < ¢ < d con a,c en un
bloque de 7 y d, b en algin otro bloque distinto.

2. Se define el conjunto de particiones a intervalos, Int(n), como el sub-
conjunto de particiones 71 € NC(n), tales que si a, b pertenecen al mis-
mo bloque de 7, necesariamente todos los elementos ¢ con a < ¢ < b
pertenecen al mismo bloque también.

Ademads vamos a denotar por NC5(2n) al conjunto de particiones que
no se cruzan de 2n elementos a pares, es decir todas aquellas particiones
donde todos sus bloques son de tamano 2. Es importante mencionar este
conjunto pues serd fundamental mas adelante. Un hecho bastante usado en
probabilidad libre y combinatoria es que NC(n) = N5(2n) en el sentido
de que existe una biyeccién natural entre ambos conjuntos, mas aun al ser

conjuntos finitos se sabe que, [NCy(2n)| = |[NC(n)| = Cat,, = % Ademas

tenemos el siguiente subconjunto de particiones que usaremos mas adelante.

Definicién 6. Denotamos al conjunto de particiones 2-divisibles de n ele-
mentos, como el subconjunto de NC(n) compuesto por todas aquellas parti-
ciones m € NC(n) tales que si m = {vq, ..., vy } entonces, |v;| es par para todo
i=1,.. k.

Como se mencioné al inicio de la seccién, existe una forma canodnica de
ensamblar NC(n) dentro de S, de la siguiente manera.

Definicién 7. Para cada 7 € NC(n), definimos la permutacién P, € S,
de la siguiente manera: los bloques de 7 con los elementos ordenados se
convierten en las drbitas de Py, i.e, si w tiene un bloque V' = {iy,..., i}
con iy < ip < ... < i, entonces (iy,...,1;) es una orbita de P, y por ende,
P.(i)) =41 para 1 <1<k —1y Pr(ix) = i3.

La motivacién de definir el conjunto de particiones es debido al impor-
tante uso que se le da en Probabilidad No Conmutativa. Como se vera en el
siguiente capitulo, esta rama de la probabilidad busca un enfoque algebraico,
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y conceptos como conjuntos parcialmente ordenados, particiones y cumulan-
tes surgen de manera muy natural. Antes de terminar la seccion, vamos a
probar un serie de resultados acerca de la cantidad promedio de bloques de
una particién que retomaremos cuando lleguemos al resultado principal de
la tesis en el Capitulo 4.

Teorema 8. Sea n € N, entonces se cumple que,

1 1 +1
o 2 Iml= e D Il =

welnt(n) " peNC(n)

Demostracion. Para la prueba comencemos con la igualdad, w;l >
n+1

w€Int(n) |7T| =
, para esto es facil notar que la cantidad de particiones a intervalos con
exactamente k bloques esta dada por (” 1) pues es como hacer k grupos y
entonces las k — 1 divisiones respectivas se pueden colocar en n — 1 lugares

entre los niimeros, dicho esto se tiene que,

1 1 <& S A= 1\ 1
s 2 =g k(i) - Xen(" g

w€lnt(n) k=1 k=0
—E(l—i-Bz'nom(n—l,%)) —1+n;1
~n+1
5
Para la segunda igualdad, Catn > pencmy Pl = 24l vamos a usar el hecho

de que la cantidad de particiones en N C’ ( ) con k bloques esta dado por el

nimero de Narayana, %(Z) (k 1) luego,

n

o 2 0= a2 ()60 = 2k () ()

pENC(n) n) k=1
n+1 <A 1/ n n n+1 <A WIB)
Fxmnr( () - (0~ k)
*" kZ:O n\k+1/\k n &)

1
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() ()

Usando el hecho de que = es la densidad de una variable aleatoria hiper-

n
geometrica(n,n,2n) con soporte 0,1,2,...,n se tiene,

3

n—1 /n
1 ntl ()25

- D0 ne1 2 00
2n
Catn pENC(n) = () "ok ()
1 +1 .
= (Tl + 1)[1 — W] — r [E(Hzp(n,n, 2n>> - (27}1)]
=n+1[1- 1n ntlmn noy_ntl n

IR oL
]

1.2. Introduccidon a la Probabilidad No Con-
mutativa

El objetivo de esta seccién es dar un concepto muy general y amplio de
lo que es la Probabilidad No Conmutativa. Veremos ademas algunas trans-
formadas de variables aleatorias que nos resultard esencial mencionar para
capitulos posteriores. La teoria de la Probabilidad No Conmutativa es bas-
tante extensa, como comentario personal, se recomienda leer Nica y Speicher
7] si se desea saber més al respecto de esta materia que relaciona probabili-
dad con un enfoque algebraico.

1.2.1. Espacio de Probabilidad No Conmutativo

Definicién 9. Una x-dlgebra es un par (A,*) donde A es un algebra y
% : A — A una aplicacién definida por x(a) = a*, y que cumple:

(1) (a*)" =a
(1) (a+Ab)* =a*+ A", A€ C
(1) (ab)* = b*a*

Definicién 10. Un Espacio de Probabilidad No Conmutativo (EPNC) es
un par (A,%). Donde A es un x-dlgebra con unidad 14 y ¥ : A — C es un
funcional lineal tal que ¢(14) = 1.
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En este sentido las variables aleatorias son elementos en el algebra y
decimos que son autoadjuntas si a = a*, para ver como este concepto engloba
al caso clasico se puede ver el primer ejemplo, de los siguientes ejemplos de
EPNC’s.

Ejemplo 11. Algunos ejemplos de EPNC’s son los siguientes:

1. (A1,E) donde A; = {z+iy|z,y son v. a. con todos sus momentos.}, en
este caso ¢ = [E es la esperanza usual.

2. (Ag,tr) donde Ay = {M,(C)} el conjunto de matrices de n x n con

coeficientes en los complejos, en este caso ¢ = tr = % es la traza

normalizada.

3. (As,E(tr)) donde As = {M|M es una matriz con entradas en A, }, usual-

mente esto es a lo que llamamos matriz aleatoria, en este caso ¢ = [Eotr.

La primera duda natural que surge es, como definimos en este caso la dis-
tribucion de una variable aleatoria. Para responder a esta cuestion se brinda
la siguiente definicion.

Definicién 12. Sea a una variable aleatoria en (A, ). La *-distribucién de
a es la funcién, ¢, : C < X, X* >— C que manda P en ¢)(P(a,a*)). Sie€ €
{1, %}", el *-momento € de a esta dado por ¢, (P.) donde P, = X1 X ... X

Si a es autoadjunto entonces v, : C[X] — C y su k-esimo momento esté
dado por my(a) = 1 (a*). En el caso en que a es autoadjunto es posible probar
que siempre existe una medida u, sobre R tal que,

bulP) = / P(t)dua(t).

En este sentido, si para k natural se considera P(x) = 2* entonces,

my(a) :/Rtkdua(t).

Es decir, en el caso en que a es autoadjunta, pu, juega el rol de lo que se conoce
como la medida de a en el caso clasico, por lo que asi le llamaremos de ahora
en adelante. Una vez resuelto el problema de la distribucion, otra duda natu-
ral es como definir el concepto de independencia. A diferencia del caso clasico
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donde se define a través de la densidad, en la Probabilidad No Conmutativa,
todo esto se define a través del funcional v, como una regla para calcular
momentos. Para esto es importante resaltar que la nocion de independencia
no es unica y de hecho existen al menos 3 tipos de independencia,

1. Independencia clasica tensorial.
2. Independencia libre.
3. Independencia booleana.

Estas estan definidas como sigue.

Definicién 13. 1. Se dice que a,b € A son independientes en el sentido
clasico si a y b conmutan y ademas

P(a"d™) = (a”)p (™)
para todo n,m > 1.

2. Se dice que a,b € A son independientes en el sentido libre si

(p1(a)qr(b)...pn(a)gn(b)) = 0

para todos los polinomios p, g1, .., Pn, ¢ tal que ¥(p;(a)) = 1 (q;(b)) =0
para todo i =1,..,n.

3. Se dice que a,b € A son independientes en el sentido booleano si

k

Ylam ™ e ) = [T ea™)y(om)

i=1
para todo n;,m; > 1.

Tomando el ejemplo 1 visto de Espacios de Probabilidad No Conmuta-
tivos, en el caso de variables aleatorias clasicas, esto se traduce en que si
X,Y son v.a. independientes, entonces, E(X™Y™) = E(X™)E(Y™) para to-
das m,n € N. Una vez definidos los momentos, es facil definir los cumulantes,
al igual que antes existen 3 tipos de cumulantes, asociados a cada nociéon de
independencia.
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Definicién 14. Dado un EPNC (A, ) y X € A, se definen recursivamente
los cumulantes, 7, (libres), b, (booleanos) y k,(clasicos) por las férmulas,

2 nep(n) Fr(X),
w(Xn) = ZTFENC(?’L) TTF<X
Zwelnt(n) b7T (X

donde para ¢, € {r,, by, k,} se define,

),
)

Y

||

en(X) = [T e (X)),

j=1

donde V} son los bloques de m. A (7:)zenc(n) se le suele llamar la extensién
multiplicativa de (r,,)p>1-

Es importante mencionar que es posible extender esto al caso multivariado
de la siguiente manera,

Y(ajag - - a,) = Z re(ay, ..., ap),

TeENC(n)

y analogamente para el caso clasico y booleano. Por supuesto es inmediato
ver que ry,(a, ...,a) = r,(a). Ademas tenemos el siguiente teorema.

Teorema 15. Sean (A, ) un EPNC, (r,)nen los cumulantes libres, m < n €
Nyay,..,a, € A Sean 1 <i(1) <i(2) < --- <i(m) =n una sucesion dada
y A= aay--- ai(l);A2 = Qi(1)+1 " " ai(2);"~;Am = Qj(m—1)+1 """ Qi(m), ENLONCES
se cumple que,

T’m(A17...,Am) = Z Tw(alaa%”'aam)a
TeNC(n)
™Vo=1,

donde o = {{1,2,...,i(1) (1) + 1,...;52} - - - {i(m — 1) + 1, ...,i(m) } }.

Para la prueba se puede consultar el Teorema 11.12 de [7].

Dicho esto sera ttil ver porque guardan esta relacién los momentos con
los cumulantes, la seccién posterior aborda una manera distinta de definir
los cumulantes clésicos, la cual es la méas estandar en un curso de probabi-
lidad clasica, para al final ver que en efecto la relacién que guardan con los
momentos es la definicion que se dio.
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1.2.2. Relaciéon momentos-cumulantes

La forma en que el problema de calcular momentos y el conjunto de
particiones se entrelazan esta determinado por los resultados que se veran a
continuacion. Estos resultados tienen un enfoque algebraico, desarrollaremos
los resultados que se tienen en probabilidad clasica los cuales nos abriran
la idea de como llevar esto al caso libre y booleano. Para esto sera bueno
introducir el concepto de cumulantes visto desde la probabilidad clasica. Los
cumulantes clasicos fueron definidos en 1889 por el astronomo, matematico y
actuario danés Thorvald N. Thiele y se pueden definir de la siguiente manera.

Definicién 16. Sea X una variable aleatoria unidimensional definida como
en el caso cléasico, su funcién generadora de momentos esta definida como:

Pa(t) = E(e").

Si la f.g.m de X existe y debido a que ¢x(0) = 1, podemos considerar su
logaritmo y desarrollar su serie de potencias alrededor del cero. A la funcion
resultante se le denomina funcién generadora de cumulantes de X.

Rixlt) = log(6x(1) = D balX)

A k,(X) se le llama el cumulante de orden n de X, donde por convencién el
cumulante cero coincide con el momento de orden cero, ko(X) = mo(X) = 1.

Tenemos el siguiente resultado, bastante conocido.
Proposition 17. Sean X, Y v. a independientes y a € R, entonces

1. kp(aX) = a"k,(X).

2. kn(X+Y) =k (X) + K, (Y).

3. k(X +a) =k (X)+a.

4. kn(X +a) =k, (X).

Demostracion.
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1. Definimos a Z = X+Y, si ¢z(t) es su funcién generadora de momentos,
entonces

¢z(t) = dx(t) - oy (1)

por lo tanto

log(¢z(t)) = log(¢x () + log(¢v (1)) =
kn(X +Y) = kn(X) + ki (V).

2. Sea Z = aX y ¢z(t) su funcién generadora de momentos entonces

(at)"
n!

log(éx(at)) = log(dz(t)) = > kn(X)

Por lo tanto
ko (Z) = a"kn(X).
3. Por 1) tenemos que
kn(X + a) = kn(x) + kn(a).
Notemos que,
log(da(t)) = log(E(e™)) = log(e™) = at,

por lo tanto ki(a) = a y k,(a) = 0 para n > 1 lo que implica que
ki(X +a) =k (X) +a.

4. Por 1) tenemos que,
kn(X 4+ a) = kn(X) + kn(a)
y ya que k,(a) = 0 para n > 1 obtenemos que,
kn(X 4 a) = kn(X)
para n > 1.

O

Ejemplo 18. 1. Si X ~ N(0,1) entonces log(Mx(t)) = %, ie ki(X)=0
para i # 2y ko(X) = 1.
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2. Si X ~ Poisson()) entonces log(Mx(t)) = Me' —1) = >0 o, A5, ie

o
k;(X) = X para todo i > 1.

Por convencién de ahora en adelante k,(X) = k, siempre y cuando no
haya ambiguedad respecto a la variable aleatoria.

Teorema 19. Sea X wuna variable aleatoria con momentos y cumulantes
{my >0 y {kn}n>o respectivamente, entonces se cumple la siguiente relacion

n—1
n—1

k=0

Para probar la relacion anterior vamos a definir lo que es una serie expo-
nencial.

n

Definicién 20. Para {a, }»>0 asociamos su serie exponencial f(z) = > < an>y
y escribimos f <> {a, },.

De la definicién anterior tenemos que si f <> {antn>0 ¥ 9 <> {bn}n>0
entonces;

L. f(k) A {an-i-k}nZO-

2. fg = {d0 (7) ibp—i}n>0-

Este tltimo es debido al producto de Leibnitz. Podemos asi probar el Teorema
19.

Demostracion. Dicho lo anterior, notemos que si X es una variable aleatoria
con momentos y cumulantes {m,},>0 y {kn}n>0 respectivamente, tenemos
que su serie de momentos y cumulantes son respectivamente

M,(t) =E(e™) => mng.

n>0

tTL
K,(t) = Zk”ﬁ‘

n>0

Ademas de la definicién tenemos que K, (t) = log(M,(t)), de donde




- KO@)M,(6) = MO (1), (1.2.1)

T

Luego por un lado Mél)(t) < {mp41}n>0 y por otro lado Kggl)(t)MI(t) “
{3 o () mukns1)—k}, de la igualdad 1.2.1 concluimos

n
Mpp1 = E MK (nt1)—k-
k=0

]

Lo anterior da pie a una nueva férmula que relaciona directamente los
momentos y cumulantes.

Teorema 21. Sean {an}n>0 y {bn}n>0 dos sucesiones de reales, entonces

o n n . . _ ; _
bot1 = Y po (k)bka(n+1)_k sty solo st b, = Zﬂep(n) ar, donde si m =
{vi, ..., v} se define ar = ajy,(Ajuy|.--Qp|-

Demostracion.
n+1 n+1
n
bn-l—l - E Ar = E E ApQr—y;, = E (k . 1) Qg E Ar—yy
meP(n+1) k=1 meP(n+1) k=1 meP(n+1—k)
IS%
lv1|=k
n+1 n
S " awd S (7 b
= ApOp—k+1 = QAp—j+19j-
k—1 " k)T
k=1 k=0

De los teoremas anteriores podemos deducir asi que,

My =Y kn, (1.2.2)
)

T€P(n

que no es mas que la relacion que se dio como definicién en la seccién pasada.
De esta ultima relacion tenemos que los primeros momentos son

1. mq = k?l.
2. mo = k’g + k?%

3. ms = k’g + 3]{32]{31 + k’:f
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En este sentido, tenemos una expresion de los momentos a partir del conjunto
de particiones de P(n).

Ejemplo 22. Vimos antes en el Ejemplo 18 que los cumulantes de la variable
aleatoria normal estandar son todos cero salvo el segundo que es 1, haciendo
uso de esto y de la relacién (1.2.2) se tiene,

My, = Z k.

TEP>(n)

Donde P5(n) denota las particiones a pares de P(n), es decir todas aque-
llas con todos sus bloques de tamano 2, luego por paridad es inmediato que
monr1 = 0 para toda n > 0, y para los momentos pares debemos contar
todas las particiones a pares de 2n elementos, estas son %(22”) (2";2) e (3)
particiones totales, pues son las formas de ir tomando dos elementos y di-
vidimos entre n! pues es lo mismo tomar primero la pareja a,b y luego ¢, d
que hacerlo al revés, en el caso de n parejas hay n! formas de tomarlas en

distintos ordenes, luego esto es,

1 /2n\ /2n —2 2 _2n!
n!'\ 2 2 \2)  nlon’

Lo cual nos da los momentos pares de la normal estandar, que tipicamente
se calculan con argumentos analiticos a través de la funciéon generadora de
momentos.

Lo anterior nos da entonces una herramienta combinatoria para calcular
los momentos de variables aleatorias a partir de sus cumulantes, esto es parte
de lo que busca hacer la teoria de Speicher en Probabilidad No Conmutativa.
Como vimos en la seccién pasada, la relacion (1.2.2) es la misma relacién
para el caso libre y booleano cambiando el conjunto P(n) por NC(n) e
Int(n) respectivamente.

Ejemplo 23. Retomando el ultimo ejemplo, que sucede si en vez de conside-
rar P(n) consideramos NC'(n). Lo que ocurre es que entonces los momentos
resultantes son nuevamente cero en el caso impar y en el caso par estan dados
por,

man(X) = (X)) = Y 1=|NCy(2n)| = Cat,.

FENCQ(Q’N,)

21



En este sentido, podemos decir que la variable aleatoria normal en el caso
libre es aquella con momentos impares cero y pares Cat,,, a esta variable se le
suele conocer por el nombre de distribucion semicircular porque su densidad

esta dada por,
V4 —a?
Tor @)

1.2.3. Transformadas elementales

Dada una variable aleatoria a autoadjunta, podemos asociar algunas
transformadas que nos seran muy utiles. Vamos a centrarnos en el caso libre,
pues para el Capitulo 4 todo girara en torno a esto.

Definicién 24. Dada a una variable aleatoria con cumulantes libres, (r,,),>1
y momentos (m,)>; definimos:

» Su M-transformada, como la serie formal de sus momentos, M,(z) =

2@1 mp2™.

» Su R-transformada como la serie formal de sus cumulantes, R,(z) =

Zn21 T2

Es bastante comin en textos hallar a la R-tranformada como la fun-
cién dada por ), <, 7n412", esto no afecta en mucho a la definicién salvo la
multiplicaciéon por un factor z, por lo cual es bastante comin encontrarse
cualesquiera de las dos definiciones. En nuestro caso ésta sera la definicién
que nos sera util. La motivacion de porque definir inicamente estas dos trans-
formaciones es porque guardan una estrecha relacion, la cual, serd la clave
para la prueba del teorema central de todo este trabajo. Existen por supues-
to muchas otras transformadas, tales como la transformada de Cauchy y la
transformada de Voiculescu. Seria bastante retroalimentativo poder entrar
en detalle en cada una de estas transformadas pero para efectos practicos del
presente trabajo sera inicamente necesario comprender estas dos transforma-
ciones y su relacién, si se desea saber mas al respecto de estas transformadas
puede consultarse [7] en su Capitulo 2.

Teorema 25. Sean a con transformadas R y M como antes, entonces defi-
niendo, R=R+1y M = M + 1 se cumple que,

R(zM(z)) = M(z).
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Demostracion. Sean > 1 entonces se cumple que m,, = » NC(n) x> SUPON-
gamos que para m € NC(n), m es tal que el bloque que contiene al 1 tiene
tamano k y sean si, So, ..., S; la cantidad de elementos que quedan entre los
elementos del primer bloque, es decir si el bloque es {1, 1y, i3, ..., it }, entonces
sy =1iy—1—1, 89 = i3—1iy— 1 y asi consecutivamente, entonces se tiene que,

e ¥ ey T OICE

TENC(n 815820 =1 T, e NC(S;)
s1+-+sg=n—=k

n k
=2 2 I
k=1 8140.,8 >0 =1
s1+-+sp=n—k

Luego se tiene que,

= Zmnz” = Z[Z Tk Z H(msi)]z" +1

n>1 n>0 k=1 S1,...,5,>0 =1
s1+-+sp=n—k

n k
3 SUEIND DI | (O

n>1 k=1 81,5520 =1
site+sg=n—k

= Zrkzk Z Z Hmslzsl +1

k>1 81,..,8, >0  i=1
31+ +sp=n—k

00 k
= Zrkzk Z Z Hmsizsi + 1.

k‘Zl n=0 81,...,Sk20 =1
S1++sp=n
Pero notemos que M (z)F = = >0 Z 1009120 15, ms, 2%, asi se tiene que,
tsp=n
= Zrksz(z)k = R(zM(z)).
k>0
O
Lo anterior traducido a las R y M transformadas se traduce en que,

M(z) = R(2(M(z) + 1)). (1.2.3)
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En el caso booleano se puede hallar una relaciéon similar si se define la R-
transformada en término de los cumulantes booleanos en vez de los libres.
Denotamos por B(z) = ), . b,2" a esta transformada, entonces se tiene
que,

1

(1.2.4)
Con estos resultados y definiciones podemos darnos paso a definir lo que es
la suma de variables aleatorias independientes en el sentido libre.

1.2.4. Convolucion aditiva libre

Recordemos primero que en el caso clasico podemos encontrar la distri-
bucién de la suma de variables aleatorias independientes, X + Y, a través
de la convolucion. La idea de esta seccién es poderle dar un sentido andlo-
go a cuando tenemos variables aleatorias independientes en el sentido libre.
Para esto vamos a recordar que los cumulantes clasicos tienen la propiedad
de que si X e Y son independientes, entonces k,(X +Y) = k,(X) + k,(Y).
Esto quiere decir que si definiéramos la R transformada via los cumulantes
clasicos, entonces por aditividad tendriamos que la R transformada asocia-
da a X + Y seria la suma de las respectivas R-transformadas de cada uno.
Precisamente esta es la definicién que se da a continuacion.

Definicién 26. Sean a,b variables aleatorias autoadjuntas independientes
en el sentido libre con medidas i y v respectivamente y R-transformadas, R,
y R, respectivamente. La convolucién aditiva libre de p con v denotada por
uH v es la medida asociada a la suma a + b definida como la tinica medida
tal que,

Ruﬁﬂu = RM(Z) + RV(Z)

Si consideramos entonces a la convolucion aditiva libre de p consigo mis-
ma, podemos extender esta definicién al caso no discreto, como sigue.

Definicién 27. Sea a una variable aleatoria autoadjunta con medida p,
entonces para t > 0, denotamos por x® a su convolucién aditiva libre consigo
misma t veces como la tinica medida tal que

R EEt(Z) = tRH(Z>,

w

siempre que exista.

24



1.3. Sistemas meandricos

Vamos a ver de manera general lo que es un sistema meandrico, los capitu-
los posteriores a éste giraran en torno a dichos sistemas y sus relaciones con

probabilidad libre.

Definicién 28. Dada una particiéon 7 € NC(n), se define su duplicacién, O
como la particién que no se cruza a pares en NCy(2n) de la siguiente manera;
se realiza una copia de cada elemento en [n|, digamos {1,1',2,2',....,n,n’'} que
es isomorfo a [2n], luego si 7 tiene un bloque digamos {41, ..., 1}, con el orden

. ) . , O . , o .
usual, i.e iy < iy < ... < iy, entonces 4 ~ iy para 1 <1<k —1y i <.

3|

2|
Figura 1.1: Ejemplo de una duplicacién con m = {{1}{2,3}}.

Definicién 29. Dadas dos particiones que no se cruzan a pares en 2n elemen-
tos, m, p, se define el sistema medndrico asociado, M (m, p), como la grafica
generada de colocar una linea horizontal imaginaria con los 2n puntos y poner
por la parte superior de la linea la representacion planar de m y por deba-
jo de la linea la representacion planar de p. Ademéds nos referimos como el

nimero de componentes del sistema meandrico al nimero de curvas cerradas
de M(m, p) denotado por #M (m, p).
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Figura 1.2: Ejemplo de sistema meandrico M(m,p) con w =

{{1,84{2,3{4,7}{5,6}{9,10}} v p = {{1,10}{2,9}{3,4}{5,8}{6,7}}

de un solo componente.

Dadas 7, p € NC(n) se hara abuso de notaciéon como M (7, p) refiriéndose
a M (0w, Jp). Una observacién importante, es que es facil construir M (m, p) a
partir de 7 y p en su representacion planar de la siguiente manera. Suponga-
mos se tienen 7 = {{1,3}{2}{4,5}{6}} y p = {{1,4,5}{2,3}{6}} y hacemos

su representacién planar como en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Representacion planar de dos particiones, una por la parte supe-
rior y otra por la parte inferior.

Para construir dn y dp basta colocar un punto a la derecha y uno a la
izquierda de cada ntmero ¢, denotados por i e i’ respectivamente y seguir la
regla de la definicién de como se construye 0n y dp, quedando como en la
Figura 1.4.
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Figura 1.4:

Es facil notar que, por definicién, la figura en verde es justamente M (7, p),
en este ultimo ejemplo se tiene un sistema meandrico de 3 componentes.
Ademads haciendo uso del hecho de que NCy(2n) = NC(n), es claro que el
total de sistemas medndricos que cruzan por 2n puntos es Cat?.

1.4. Diagramas de Hasse

Ahora vamos a introducir lo que es un diagrama de Hasse, pues para
capitulos posteriores lo que se hace es justamente encontrar una relacion di-
recta entre el diagrama de Hasse asociado a NC'(n) y sus sistemas medndri-
Cos.

Definicién 30. Un orden parcial es una relacion binaria, ~, sobre un con-
junto X que satisface,

1. es reflexiva, i.e, x ~ x para todo x € X
2. es antisimétrica, i.e, sia ~ by b~ a entonces a = b para a,b € X
3. es transitiva, i.e, a ~ by b ~ ¢ entonces a ~ ¢, para a,b,c € X

Un conjunto con un orden parcial es lo que conocemos como conjunto par-
cialmente ordenado o copo. Usualmente se usa el simbolo < para la relacion
binaria.

Definicién 31. Dado un copo finito, S, se dice que y cubre a x si v < y
y ademas no existe algiin elemento z € S tal que x < z < y. Se define el
diagrama de Hasse asociado a S como la grafica de vértices S y aristas (x,y),
donde y cubre a x. Ademads se denota por dg a la distancia en el diagrama
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de Hasse asociado a S, la cual es la longitud del menor camino entre dos
vértices.

Lo que haremos a continuacién es definir un orden en el conjunto de
particiones a través de la contencién, lo cual nos permitirda dar a P(n) un
estructura de copo.

Definicién 32. dadas, m,0 € P(n), decimos que m < ¢ si para bloque V € 7
existe un bloque W € ¢ tal que V' C W. Bajo este orden podemos pensar a
P(n) como un conjunto parcialmente ordenado. Esto se puede definir también
en N(n) e Int(n) con el orden inducido.

Dicho lo anterior es entonces posible considerar el diagrama de Hasse
asociado a NC'(n), y su distancia denotada de ahora en adelante por dy.

{1,2,3}

{{1H2,3}} {{2K1,3}} {{8K1,2}}

{11243}

Figura 1.5: Diagrama de Hasse de NC/(3).

Definicién 33. Sean 7, p € NC(n) dos particiones, definimos,

1. La unién de 7 y p como la minima cota superior de 7y p en NC(n),
denotada por 7V p.

2. La reunién de 7 y p como la maxima cota inferior de 7y p en NC(n),
denotada por m A p.
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Estas dos definiciones pueden ademds extenderse a P(n) y las denotaremos
como V y A respectivamente. Es facil de hecho notar que A y A coinciden,
sin embargo no necesariamente sucede lo mismo con la unién.

1.4.1. Complemento de Kreweras

La motivacién de definir el complemento de Kreweras de una particiéon
en esta seccién y no en la seccién de particiones, es que el complemento
de Kreweras tiene una estrecha relacién con el orden en las particiones co-
mo veremos a continuacion. Para proceder sera fundamental considerar la
representacion circular de una particion.

Figura 1.6: Representacion circular de la particion {{1,6}{2,3,5}{4}}.

A las secciones entre las curvas cerradas que se generan al unir los puntos
los denotaremos por componentes, como puede ilustrarse en la Figura 1.7 en
punteado.

Figura 1.7: Representacion circular de la particion {{1,6}{2,3,5}{4}}, en
punteado se ven los componentes.
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Definicién 34. Dada una particién m en NC(n), definimos su complemento
de Kreweras, Kr(m), a la particién en {1',2',...;n’}, donde i’ ~ 5’ ssi ¢’ y j’
estan en el mismo componente generado en la representacion circular de 7.

Ejemplo 35. Tomando el ejemplo de antes, siguiendo la idea de la seccion
donde se define la duplicacién de una particién, asignamos a cada elemento
7 un elemento a su lado ¢ siguiendo el sentido contrario a las manecillas del
reloj, luego de la definicion se construye su complemento de Kreweras.

Figura 1.8: Representacién circular de la particion {{1,6}{2,3,5}{4}} en
lineas continuas y su complemento de Kreweras en lineas punteadas.

Recordando lo visto en la seccién pasada, recordemos que para construir
la duplicacién de 7 a través de la representacion de m, lo que se hace es
colocar a lado de cada punto 7 un elemento 7 a su izquierda y un elemento
a su derecha, luego se unen estos elementos siguiendo la regla que se dio por
definicién lo cual no es mas que trazar una curva entre i’ y j si 7w es tal que
tiene un bloque de la forma {i1, ..., 4, J, ..., i }, esto dltimo en la representacion
circular de 7 se traduce en que ¢ y j estan conectados a través de una linea
y por ende en la duplicacion de 7 lo que se esta haciendo es trazar una linea
paralela a esta curva, como puede verse en la Figura 1.9.
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Figura 1.9: Duplicacién de la particion {{1,6}{2,3,5}{4}} en lineas puntea-
das.

La anterior observacion nos dice que entonces la duplicacién de 7 y de
Kr(m) son de hecho exactamente iguales en su representacién circular, la
unica diferencia es que mientras en 7 el elemento en verde se etiqueta por 1,
en su complemento de Krewerass este se etiqueta por (i —1)’, mientras que si
en 7 un elemento en verde se etiqueta por i’ entonces en su complemento de
Kreweras este esta etiquetado por i, en otras palabras para poder recuperar
la duplicacién de Kr(m) basta considerar la duplicacién de 7 y reetiquetar
sus vértices {1,1’,...,n,n’} via un desplazamiento ciclico en sentido contrario
de las manecillas del reloj, lo cual resulta justamente en que si el vértice es 7
entonces ahora sera (i — 1)’ y en que si es i’ ahora serd i, esto puede ilustrase
en la Figura 1.10.

Figura 1.10: Representacién circular de la particién {{1,6}{2,3,5}{4}} en
lineas gruesas, su complemento de Kreweras en lineas delgadas y la duplica-
cién de ambos en lineas punteadas, como puede verse ambos tiene la mismo
duplicacién en su representacion circular salvo una reetiquetamiento de los
vértices.

31



Esta ultima observacion sera fundamental en el Capitulo 3. En términos
de el orden parcial definido en esta seccion, el complemento de Kreweras
de una particién m no es mas que la mayor particion en 1’,...,n’ tal que
mU Kr(m) es una particién que no se cruza en {1,1’,...,n,n'}, en ese sentido
el complemento de Kreweras guarda una estrecha relacién con el orden parcial
en NC(n). Para cerrar la seccién vamos a ver el siguiente resultado.

Teorema 36. Sea m € NC(n), entonces |r| + |Kr(7)] =n+ 1.

Demostracion. Para la prueba lo que hay que notar es que cada componente
en la representacion circular define un bloque del complemento de Kreweras
pues se unen todos los puntos en ese componente. Vamos a proceder por
induccién fuerte sobre n, el caso n = 1 es trivial pues hay una tinica particion
{1} y por ende un tnico complemento de Kreweras ambas con un bloque lo
cual da 2.

Supongamos ahora que se cumple para k < n — 1 y probemos que se cumple
para n. Para eso del hecho de que 7 es una particién que no se cruza entonces
tiene un bloque B que no encaja a algin otro bloque, es decir este bloque B es
de la forma {7,741, ...,i+k — 1}, pues de no ser consecutivo entonces habria
algin otro bloque dentro de B con los elementos restantes. Supongamos
entonces que B es como antes y por ende |B| = k. Definamos ahora 7 = 7— B
la particién resultante de considerar m sin ese bloque B. Como B es tal que
no encaja a algtiin otro bloque dentro, entonces en la representacion circular
de 7 al quitar B lo que esta sucediendo es que los K componentes que habia
entre ¢ — 1 e 1 4+ k definidos por B estéan volviéndose uno solo componente en
la representacion circular de 7, de la observacién hecha al inicio y eso tltimo
tenemos entonces que, |Kr(m)| = |Kr(7)| + k — 1, luego

|| + |Kr(m)| =1+ |7| + |Kr(7)| + k — 1= |7| + |Kr(7)| + k.

Pero por hipétesis de induccién se tiene que |7| + |Kr(7)| =n — k + 1, de
donde concluimos lo deseado. O

1.5. Introduccidon a la Teoria de Graficas

Para esta seccion el objetivo es dar un muy breve repaso de la Teoria
de Gréficas, asi como centrarnos en los resultados que vamos a requerir en
capitulos posteriores. El contenido sera breve y tnicamente de forma que el
presente trabajo sea autocontenido.
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Definicién 37. Una gréfica es un par (A, V) donde A es un conjunto arbi-
trario conocido como el conjunto de vértices, y V es un conjunto contenido
en A x A conocido como el conjunto de aristas. Se dice que (a, b) es una arista
de la gréfica para a,b € A si (a,b) € V, ademds diremos que la grafica es no
orientada si (a,b) € V' implica que (b,a) € V.

Nuestro tnico objetivo sera enfocarnos en arboles, el cual es un tipo
particular de grafica.

Definicién 38. Un drbol, G = (A, V), es una grifica que cumple las siguien-
tes propiedades:

1. Es conexa, es decir, para todos a,b € A existe un camino de a a b, i.e
existen ¢y, ..., ¢, € A tales que (a, 1), (c1,¢2), ..., (¢p, b) € V.

2. No tiene ciclos, es decir no existen caminos cerrados, y por ende tam-
poco lazos.

Se tiene entonces el siguiente teorema bastante elemental pero que cita-
remos mas adelante. Ponemos la demostracién por completitud.

Teorema 39. Todo drbol, G, con n aristas tiene n + 1 vértices.

Demostracion. Procediendo por induccién fuerte, el caso n = 1 nos dice que
se trata de un unico arista que une dos vértices, no se puede tener un vértice
mas pues en ese caso este no estaria conectado y no podria ser entonces
un arbol. Supongamos que se cumple para n, luego para un arbol con n + 1
aristas consideremos un arista cualquiera y sean sus dos vértices ¢ y j. Vamos
a definir la subgréafica A; como las subgrafica de G, tal que todo vértice en A;
se conecta con i en la gréfica original sin pasar por el arista (i, j) y ademds
vamos a pedir que ¢ € A;, de la misma manera vamos a definir A;. En otras
palabras A; es la subgréfica de G’ de tal manera que todo vértice de A; se
conecta con ¢ en G', donde G’ es la gréfica G sin el arista (4, j), es decir ambas
subgréficas no tienen a (i, j) por definicién.

Notemos lo siguiente, dado un vértice arbitrario, v # {i, j}, del hecho de
que G es conexa entonces existe un camino de menor longitud de v a i, nuestra
afirmacion es que este camino es de hecho tnico, en efecto, supongamos que
dicho camino se ve de la forma

(v, 1) (41, Lg) - - - (ig, 9).
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Si existiera algin otro camino entonces tendria que ser distinto en al menos
una arista, supongamos el camino es igual al inicio los primeros r aristas y
después toma un camino nuevo y nunca regresa al camino original, en este
caso este camino se ve de la forma

(v, 01) -+ (v, 00) (s 1) (G2, 52) - - - (k> 2)-

En este caso tenemos que (iy,4p41) - (ix, ) (%, jk) (G, J—1) - - (J1,%r) €8 un
ciclo en el arbol lo cual no es posible. Notemos que lo anterior considera
el hecho en el que el camino es distinto desde el inicio tomando r = 0 y
en dicho caso 7, = 79 = v. Finalmente tenemos el caso en que si regresa al
camino original, pero en este caso nuevamente estamos creando un ciclo al
momento de regresar al camino original lo cual conduce nuevamente a una
contradiccion, en cualquier caso lo que estamos viendo es que este camino
minimo de v a 7 es Unico. Mas aun lo que acabamos de probar es que de
hecho todo camino de v a 7 esta totalmente descrito por los aristas del camino
minimal, en otras palabras todo camino de v a i no puede salirse de dichas
aristas o se crea un ciclo en el arbol. Tenemos entonces dos posibilidades, si
el camino es tal que no pasa por (i, j) entonces existe un camino de la forma,

(U, il)(i17 i2) e (ik—h ik)(ik’ Z)

donde (i;,7,11) # (4,7) para todos [ = 1, ..., k. Luego, por definicién v € A;,
mas aun, como G es conexa existe ademés un camino de menor longitud de v a

J, la afirmacion es que este camino es de hecho (v, 1) (i1, 42) - - - (ig—1, ix) (i, 2) (4, ),
es decir el mismo camino que antes uniendo el arista (i, j), pues de no ser ast,
entonces existe otro camino de menor longitud que es distinto en al menos

un arista. Digamos por ejemplo que el camino de v a j es igual al inicio los
primeros r + 1 pasos y después toma un camino totalmente distinto y nunca
vuelve al camino original, entonces se ve de la forma

(v, d1) (i1, 42) -« (s 1) (g, 1) (s J2) <+ (s )
En este caso se tiene que
(Grg1yirr2) = (ks 9) (4, 3) (G Jr) Uk Jr—1) = (G2, 31) (s rgn)

es un ciclo en el arbol lo cual no es posible. De la misma manera si el camino
de v a j es igual al inicio, luego toma un camino distinto y después regresa al
camino esta nuevamente creando un ciclo en el arbol, finalmente si el camino
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es diferente desde el inicio podemos aplicar el mismo razonamiento para notar
que regrese o no regrese al camino original de cualquier manera se crea un
ciclo en el arbol, esto nos lleva a la conclusién que de hecho cualquier camino
de v a j debe ser descrito por los aristas de el mismo camino de v a ¢ mas
el arista (i,7) y por ende el camino de menor longitud es el camino de v a
i mas el arista (7, 7). Luego, al no contemplar este arista lo que tenemos es
que entonces v € A; pero no estd en A;, para la segunda posibilidad en que
el camino de menor longitud de v a i si pasa por (7, j) entonces del hecho de
que es el camino de menor longitud tenemos que se ve necesariamente de la
forma,

(U, il)(ily iz) T (Z.lmj)(j? @)

con (i;,741) # (J,1), nuevamente al considerar la gréfica sin el arista (i, j)
lo que tenemos es que entonces v € A; pues el camino (v, i1)(i1,%2) - - - (ix, J)
es un camino de v a j que no pasa por (i,j) pero no puede estar en A;
pues todo camino de v a i esta descrito por los aristas del camino minimal
(v, 41) (i, 42) - - - (ik, 7) (7).

Lo que acabamos entonces de probar es que todo vértice de la grafica G,
estden A; o A;, es decir los vértices de estas subgraficas son disjuntos y suman
el total. De esto es bastante claro que cada arista esta en una sola subgrafica
pues si una arista pertenece a ambas subgraficas entonces ambos vértices de
esta arista pertenecen a ambas subgraficas lo cual no es posible. Con esta
observacion podemos concluir, supongamos que la cantidad de aristas de A;
es k < n, por ende la cantidad de aristas de A; es n — k pues entre ambas
deben ser n que mas la arista (i,j) que estamos quitando suman las n + 1
aristas. De la hipotesis de induccién tenemos que el total de vértices de A;
es k+1yeldeAj esn—Fk+ 1, del hecho de que los vértices son una
particion disjunta del total de vértices tenemos que la grafica original tiene
kE+1+n—k+1=n+ 2 vértices que es lo que queriamos probar. O

Como comentario se puede de hecho definir a un arbol con n vértices,
como una grafica conexa con n — 1 aristas.
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Capitulo 2

Sistemas meandricos y

primeras relaciones con
probabilidad libre

En el Capitulo 1, tratamos de dar una perspectiva muy general de lo que
es un sistema meandrico y la probabilidad libre. Este capitulo va orientado
en hallar una relacion particular entre probabilidad libre y sistemas meandri-
cos a manera de motivacién para capitulos posteriores. El problema central
de la tesis, como se mencioné al principio, es el de usar herramientas de
probabilidad libre para calcular el nimero promedio de componentes de los
sistemas meandricos. Este problema se aborda en los Capitulos 3 y 4, este
Capitulo 2 tiene como objetivo inicamente darle al lector una idea de como
algunos de los problemas que se tienen respecto a los sistemas meandricos se
pueden abordar con herramientas de probabilidad libre a través del uso de
la R-transformada vista en el capitulo anterior. Todo el presente capitulo se
basara en los resultados expuestos en [5] por Alexandru Nica en 2015.

2.1. Definiciones y resultados

Recordemos lo descrito en el Capitulo 1, dada una particion 7 vamos a
denotar por dr a su duplicacién construido como antes. Vamos a considerar
la ligera modificacion de en vez de que la duplicacién de 7 sea una particion
en {1,1,2,2',....,n,n'} la consideramos en {1,...,2n} identificando a cada i
como 2i — 1 y a cada ¢ como 2i. Vamos ademds a denotar por A(w) a la
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representacion planar de O, a esta representacién es a lo que llaman en [5]
el diagrama de arco, como abuso de notaciéon muchas veces nos referiremos
a A(m) como una particién.

-9
NG
w@
IN
Sy
o®
~e
@
©o®

[

Figura 2.1: Diagrama de arco, A(m), asociado a la particion © =

{{1,3,4H{2}H{5}}-

Para este capitulo vamos a definir a un sistema meandrico de una manera
distinta a la del Capitulo 1, inicamente para ser consistentes con las pruebas
y definiciones que se siguen en [5]. Esta definicién sera usada tinicamente en
este capitulo y, de hecho, como veremos tiene una interpretacion bastante
natural con como definimos un sistema meandrico en el Capitulo 1.

Definicién 40. Sean n € Ny 7,p € NC(n). Vamos a definir al sistema
meandrico M , como la permutacién en Sy, definida por,

My (20 — 1) = Pagmy(2i — 1) = 2P (q)
My p(2i) = Pagp)(2i) = 2P,(i) — 1
donde P es la aplicacién definida en el capitulo anterior de NC(n) en S,,.

Para ver lo que esta sucediendo lo tinico que basta notar es que si 7 es
tal que tiene un bloque de la forma {i, j, ...} entonces en su duplicacién A(7)
tiene como bloque a {2i — 1,25}, es decir en el sistema meandrico, M (m, p),
definido como en el Capitulo 1 se tiene que 2¢ — 1 y 2j se unen por una linea
superior. Por otro lado, en el sistema meandrico definido en este capitulo
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visto como permutacién se tiene que My ,(2i — 1) = Py (2i — 1) = 2j.
De la misma manera se puede verificar que si en M(m,p) se tiene que 2i
y 2j — 1 se unen por una linea inferior entonces M; ,(2i) = 2j — 1, por lo
que la definicién de sistema meandrico pensandolo como permutacién no es
mas que tomar el sistema meandrico visto como grafica en el Capitulo 1 y
para un nimero impar, 2¢ — 1, ver con quien se conecta por arriba, digamos
2j y definir M, ,(2i — 1) = 2j. Después se hace de la misma manera para
los nimeros pares pero viendo las conexiones por abajo, en este sentido esta
definicién no esta para nada alejada de la original, es inicamente una manera
de interpretar dicha grafica como permutacion.

Definicién 41. Dado un sistema medndrico, M, ,, vamos a decir que se
trata de un meandro cuando #ciclos(M,,) = 1, que visto como grafica no
es més que #M (m, p) = 1, por la observacién de antes. Ademads se dird que
M., es reducible cuando exista un subintervalo propio J = {a,a+1,...,b} C
{1,...,2n} con a < by b—a < 2n — 2 tal que J es invariante bajo M, ,.
Cuando M , no sea reducible diremos que es irreducible.

De lo anterior, notemos que un subconjunto S es invariante bajo M , si
y solo si S es unién de bloques de A(7) y A(p) al mismo tiempo. Lo anterior
se basa en la observacion de que si @ € S entonces es invariante si y solo
si My ,(a) € S lo cual ocurre (en el caso de que a sea impar) si y solo si
Paxy(a) € S, pero Py (a) no es més que el elemento tal que {a, Pa(r)(a)}
es bloque de A(m), es decir {a, Pa(r)(a)} estd en S, en otras palabras, S estd
compuesto de bloques de A(m). Por otro lado, ya vimos que P (a) tiene que
estar en S, de la definicién de la duplicacion es claro que Py (a) es de hecho
par, por lo que aplicando el mismo razonamiento de antes tenemos que para
que S sea invariante necesariamente se tiene que Py(,)(Pa(r)(a)) debe estar
en S, pero nuevamente se tiene que {Pa(r)(a), Pa(p)(Pacr(a))} es bloque de
A(p), por lo que necesariamente al mismo tiempo se tiene que S es unién de
bloques de A(p). Todo esto fue bajo el supuesto inicial de que a fuera impar,
un razonamiento exactamente igual nos lleva a lo mismo para cuando a es
par. Con ayuda de esta observacion podemos plantear el siguiente teorema.

Teorema 42. Sean n € N y m,p € NC(n), entonces los siquientes son
equivalentes,

1. My, es irreducible.

2. A(m)V A(p) = lon.
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Demostracion. Para la primera implicacion vamos a proceder por contrapo-
sitiva. Supongamos que A(7) V A(p) # 1a,, como ademéas A(w) V A(p) es de
hecho una particiéon que no se cruza entonces tiene algin intervalo J, pues
toda particion que no se cruza tiene al menos un intervalo. De la suposicion
de que A(m) V A(p) # 1a,, es claro que dicho intervalo es propio y cumple
que la diferencia de su mayor y menor elemento es menor a 2n — 1. Final-
mente como A(m) V A(p) > A(r) y A(m) V A(p) > A(p) entonces esto quiere
decir que los bloques de A(m) V A(p) son de hecho unién de bloques tanto de
A(m) como de A(p), de la observacién anterior concluimos que entonces .J es
invariante bajo M , y por ende M, , es reducible lo cual prueba la primer
implicacién.

Para la segunda implicacién nuevamente procedemos por contrapositiva.
Tenemos que si M , es reducible entonces existe un intervalo propio J que
es in variante bajo M; , y que cumple que la diferencia de su mayor y menor
elemento es menor a 2n — 1. Como J es invariante de la observacién anterior
es al mismo tiempo unién de bloques de A(w) y A(p) al mismo tiempo, es
ademas claro que también J = {1,2,...,2n} — J es unién de bloques de
A(m) v A(p) al mismo tiempo, es decir la particién o = {/J, j} es tal que
A(m) vV A(p) > o. Luego, es claro que entonces A(m) V A(p) # 1z, lo cual
concluye la prueba. O]

2.2. Sistemas meandricos irreducibles

Con los resultados anteriores el objetivo de esta seccién es el de encon-
trar una distribucion p en el sentido algebraico visto en el Capitulo 1, cuyos
cumulantes libres impares sean 0 y cuyos cumulantes libres pares sean la can-
tidad de sistemas meandricos irreducibles. Dada esa construccion se tendria
una relaciéon entre el problema de contar sistemas meéndricos irreducibles y
el de calcular cumulantes libres. La motivacién de porque contar los sistemas
meandricos irreducibles es que estos son de hecho una cota superior para la
cantidad de meandros, es decir, sistemas meandricos de un 1inico componen-
te. Lo anterior se basa en el hecho de que todo meandro tiene un tinico ciclo
y todo subconjunto S invariante bajo un sistema meandrico tiene que ser
forzosamente unién de ciclos de dicho sistema meandrico para que sea inva-
riante. Luego en el caso de un meandro necesariamente el tinico subconjunto
invariante es el total, es decir este es irreducible. En términos matematicos, si

denotamos por m¥"" a la cantidad de sistemas medndricos irreducibles en Sy,
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y a mg) a la cantidad de meandros en Sy,, es decir todos aquellos sistemas

, . ;. . . 1 ;
meandricos con un unico ciclo, entonces se tiene que m <mor.

Teorema 43. Sean n, € variables aleatorias en el sentido algebraico, que tie-
nen distribucion semicircular y que ademas son independientes en el sentido
libre, entonces se cumple que los cumulantes libres de en estdn dados por,

Ton—1(en) =0

ur

7”2n(€77) =m,

para todo n € N.

Demostracion. Como vimos en el Capitulo 1, esto quiere decir que sus cu-
mulantes libres son tales que ry(€) = r3(n) = 1 y cero para todos los demis,
usando la férmula de productos como argumentos del Teorema 15 se tiene
para n € N,

ra(en) = Z re(€,m, . €,1).

TENC(2n)
VA2 n=1on

Donde Ao, = {{1,2}{3,4}--- {2n—1,2n}}. Un hecho muy importante es que
los cumulantes multivariados se anulan si se tienen elementos tanto de 1 como
de € pues estos son independientes libres. Asi se tiene que forzosamente 7
debe ser tal que una pares con pares e impares con impares, en otras palabras,
7w = 71 |J m donde 7 es una particién que no se cruzaen {1,3,5,7,...,2n—1}
y 72 es una particién que no se cruza en {2,4,6, ..., 2n}, ademds m; |J my debe
ser particién que no se cruza. Asi tenemos que,

ra(en) = > T (€)1, (7).

mEeNC({1,3,....2n—1})
meNC({24,...,2n})
771U772V)\2,n:12n

Notemos ahora que como m; une solo impares, entonces supongamos que es
tal que hay dos impares que no estan en el mismo bloque, es decir existen
2a — 1y 2b — 1 tales que estan en distintos bloques de 7, como requerimos
que m; Umg V Agp, = 1o, por la estructura de Ay, entonces my debe ser tal
que uno de sus bloques una a 2a con 2b para que de esta manera los bloques
{2a —1,2a} y {20 — 1,2b} de A2, se unan al considerar la unién. Notemos
que si renombramos a los vértices de my como {1, 3, ...,2n— 1} restando uno a
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cada vértice, lo anterior se traduce en que la unién de m; y 7y sea tal que una
a 2a—1 con 2b—1. En otras palabras, la condicién de que m Uma V g, = 1ay
se traduce en la condiciéon de que m V my = 1,, donde los vértices de my se
consideran en {1,3,5,...,2n — 1}, de donde se tiene,

ra(en) = > ra(e)ra(n).
m,oeNC(n)
wVo=1y,
Del hecho mencionado al inicio, tenemos que esto no se anula tnicamente
cuando 7,0 son particiones a pares, en cuyo caso se tiene que r,(€) = 1 =
r,(n), de esto es inmediato que los cumulantes impares son cero pues siempre
hay un bloque de tamano impar, y para los cumulantes pares se tiene que,

ron(€n) = Z 1=|{moe NCy(2n):mVo=1y}.
m,0€NC2(2n)
wVo=1l2p,
Considerando el isomorfismo que proporciona la duplicacién, lo anterior es
igual a,
{6, € NC(n) : A(9) V Alp) = L12,}.

Finalmente del Teorema 42 se tiene que esto es justamente m!" que es lo que
buscabamos probar. O

Corolario 44. Sean € y n como antes, entonces la R-transformada de en
estd dada por,

o0
Re,(2) = Z mirr A,
n=1

Tenemos asi una forma de contar los sistemas meandricos irreducibles a
través de calcular los cumulantes libres del producto de dos variables semi-
circulares libres. En este sentido la distribucion buscada es aquella asociada
al producto de dos variables semicirculares libres. Para cerrar la seccion y
a manera de abarcar todo el contenido de [5], vamos a resumir de manera
muy general que utilidad tiene lo anterior. Para esto vamos a recordar la re-
lacién (1.2.3), la cual nos dice que M(z) = R(z(M(z)+1)), esta relacién nos
permite calcular el radio de convergencia de R si conocemos el radio de con-
vergencia de M. Mas explicitamente, si ry denota el radio de convergencia de
M, entonces el radio de convergencia de R estd dado por r; = ro(1+ M (ro)).
Si consideramos la R-transformada de en como antes puede ser complicado
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calcular el radio de convergencia pues no hay una expresion analitica pa-
ra m", sin embargo es ficil ver que los momentos de en estdn dados por
Cat? para el 2n-ésimo momento y cero para los impares, es decir hay una
expresion explicita para los términos de la M-transformada de en. Luego, a
través de la aproximacién de Stirling es facil ver que dicha M-transformada
tiene radio de convergencia %, de donde, la R-transformada tendra radio de
convergencia r; = %(1 + M(3)), se puede verificar que esto dltimo es de he-
cho @. Para finalizar, vamos a usar el hecho de que si tenemos una serie

de potencias 2@1 ¢, 2" con radio de convergencia r entonces se cumple que
1

limsup,, ¢ = %, de esto ultimo tenemos que,
. T
lim sup(mzr)% = ( )? 13, 39.
n 4—7

. . . 1 .
Esto nos da una cota para el crecimiento exponencial de m% ), es decir,

lim sup(mM)» < 13,39,
n

Es importante mencionar que la cota anterior fue calculada por Lando y
Zvonkin en [4]. Como comentario, este paper menciona que aproximacio-
nes numeéricas sugieren que este ultimo limite es aproximadamente 12.26. A
manera de completitud, me parece pertinente mencionar que en [6], se cal-
cula dicho crecimiento pero condicionando a aquellos meandros M, , donde
7 € Int(n), es decir si denotamos por my ala cantidad de meandros en Sy,
donde la particion 7 esta condicionado a ser una particién por intervalos,
entonces se tiene que,

3=

lim sup(mV)» ~ 5,22.

n
Este resultado no se vera mas adelante pues el objetivo principal de este
trabajo va encaminado en comprender el crecimiento asintético del ntimero
promedio de componentes de los sistemas meandricos mas que el de com-
prender el crecimiento de la cantidad de meandros, es decir aquellos con un
unico componente. Para detalles de lo ultimo mencionado puede verificarse
el Corolario 5.5 en [6].
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2.3. Sistemas meandricos de un solo compo-
nente

Para esta seccién el objetivo es seguir las ideas de la seccion pasada pe-
ro ahora considerando la cantidad de meandros, m'Y. Buscaremos entonces
hallar una distribucién v de alguna variable aleatoria € que tenga como cu-
mulantes pares a la cantidad de meandros y cero para los impares. Sea v la
distribucion determinada por tener cumulantes libres,

Ton (V) = mg)

Ton—1 (V) = 0

para todo n € N. Por supuesto cuando decimos r,,(v) nos referimos a r,,(¢€),
donde la distribucién en el sentido algebraico de € es v. El siguiente teorema
nos brinda una expresion para los momentos de v en términos de meandros.
Para esto vamos a introducir la siguiente notacion.

Definicién 45. Sean n € N, m,p € NC(n) y consideremos el sistema
meéandrico, M, ,. Sea O(M, ,) la particién en drbitas disjuntas de M ,. Si
O(M- ,) pensada como particién es tal que no se cruza entonces diremos que
el sistema medndrico M; , no se cruza estrictamente.

Teorema 46. Sean v como antes, entonces se cumplen,
y(X*) =0

v(X*) = |{m,p € NC(n) : M., no se cruza estrictamente}|

para todo n € N.

Demostracion. De la férmula de momentos cumulantes, es claro que to-
dos los momentos impares son cero pues todos los cumulantes impares son
también cero. Bastard entonces verificar que v(X**) = |{m,p € NC(n) :
M. , no se cruza estrictamente}|. Para esto tenemos que si M, , no se cruza
estrictamente entonces esto quiere decir que O(M, ,) € NC(2n), haciendo
uso de esto tenemos que,

{m,p € NC(n) : M, no se cruza estrictamente}|

= Y HmpeNCn):O(M,,) =0}

ceNC(2n)
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Notemos ademads que por definicién M , estd definido de manera que manda
pares a impares y viceversa, asi todas sus orbitas son de tamafo par, de esto
ultimo tenemos que,

{m,p € NC(n) : M, no se cruza estrictamente}|

= Y. HmpeNCn):0(M,,) =0}

c€NCP(2n)

Donde NC'P(2n) denota las particiones 2-divisibles de 2n elementos. Por otro
lado vamos a fijar momentaneamente a 0 € NC'P(2n), sea o = {W1, ..., Wi}
sus bloques. Para 1 <1 < k el conjunto W; de M , es tanto unién de bloques
de A(m) como de A(p), pues es de hecho invariante al ser una 6rbita, podemos
entonces considerar las restricciones de A(w) y A(p) a W; denotadas por o; y
0; respectivamente, las cuales son particiones a pares en W;, si renombramos

a los elementos de W; por 1,2,...,|W;| tenemos que entonces o; y 6; son
particiones a pares en {1,...,|W;|}, vy por ende existen m; y p; en NC’('LQ"')

tales que o; = A(m;) v 0; = A(p;), més aun el sistema meandrico asociado
M, . es de hecho un meandro pues tiene un unico ciclo ya que W; es una
érbita de My , y por ende M, , restringido a W; es un meandro. Lo anterior
nos dice que hay tantas formas de escoger M , restringido a W; como lo
hay de escoger meandros con vértices en 1,..,|W;|, esto nos da una forma
de contar los sistemas medndricos M, , de tal manera que sus drbitas sean
O(M, ,) = o dado por,

[{m.p € NC(n) : My, =0} = [[ m.

Una explicacion combinatoria y geométrica de lo anterior es basicamente
que las drbitas de M, , son de hecho los elementos por los que pasan las
curvas cerradas o componentes del sistema medndricos M (7, p), luego este
componente lo podemos escoger entonces de tantas maneras como meandros
en esos vértices, luego por la ley del producto entonces la forma de escoger
el sistema meandrico con estas orbitas es la multiplicacion de las formas de
escoger cada meandro en cada érbita. Uniendo esto tenemos que,

{m,p € NC(n) : M., no se cruza estrictamente}| = Z H m%.
cENCP(@2n)Weo  °

Finalmente por definiciéon sabemos que 73, = mg) lo cual nos dice que,
{m,p € NC(n) : M., no se cruza estrictamente}| = Z H (V).
ceENCP(2n) Weo

44



Luego como los cumulantes impares son siempre cero, entonces lo anterior lo
podemos traducir a,

|{m,p € NC(n) : M, no se cruza estrictamente}| = Z H rw(v),
ceNC(2n) Weo

que no es mas que la formula de momentos cumulantes y por lo tanto con-
cluimos,

|{m,p € NC(n) : M, , no se cruza estrictamente}| = v/(X*").

O

Tenemos entonces una expresion para los momentos y cumulantes libres
de v, lo complicado con este caso a diferencia del anterior es que antes y era tal
que sus momentos 2n eran Cat? y tenfamos una expresién analitica para esto
ultimo. Mas aun, sabiamos explicitamente cudl era la variable aleatoria con
dichos momentos. Este caso es complicado en ese aspecto pues no se cuenta
con una férmula cerrada ni para los momentos ni para los cumulantes. Lo
ultimo que se hara para cerrar el capitulo y la seccion es dar una sucesion
de distribuciones v; que convergen en momentos a v y que para cada t € Z
es posible hallar una variable aleatoria y un Espacio de Probabilidad No
Conmutativo tal que bajo ese espacio la distribucién de dicha variable es v;.
Para seguir vamos a introducir la siguiente notacion.

Definicién 47. Para cadan € Ny k € {1,...,n} denotamos por,

m® = |{n,p € NC(n) : M, tiene exactamente k orbitas}|,

c 1
que concuerda con la notacion de mgl ),

Para cada t € (0,00), vamos a denotar por v; a la distribucién tal que,

Vt(X2n71) == 0,

I/t<X2n) _ Z mq(lk)tk,

para n € N. Esta sucesion de distribuciones cumple que converge en momen-
tos a v cuando le aplicamos su convolucion aditiva libre, tenemos explicita-
mente el siguiente teorema.
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Teorema 48. Sean v y v; como antes, entonces se cumple que,

lim v = v
t—0
en momentos, donde la convolucion aditiva libre se define como en el Capitulo

1, bajo el supuesto de que R, es la R-transformada con cumulantes libres
rn(Vy).

Demostracion. Para la prueba veremos la convergencia en cumulantes que
por la féormula de momentos-cumulantes es equivalente a la convergencia en
momentos. Necesitamos entonces verificar que para todo n € N se tiene que,
iy o0 7 (17") = lmy s 77 (1) = 1,(v). Para los cumulantes impares la
convergencia es trivial pues son todos cero. Bastara entonces verificar que
para todo p € N se cumple que, lim;_,, %mp(ut) = rop(V) = mz(gl). Para esto
vamos a probar que para todo p € N existe un polinomio (), con coeficientes

. 1 / .
enteros que se anula en 0 y que su derivada en 0 es m;() ) que ademas satisface

que Qy(t) = ra,(11).

Para esto vamos a proceder por induccién fuerte, el caso p = 1 es trivial
pues mgl) = 1 por lo que basta tomar Q;(t) = ¢ que satisface ser 0 en 0,
su derivada en 0 igual a 1 y ademés Q1(t) =t = v,(X?) — v (X)? = ro(1y).
Supongamos que se cumple para 1,2, ...,p — 1 vamos a probar que se cumple
para p. De la féormula de momentos-cumulantes se tiene que

v (X?) = Z (H Tw (V)
TeNC(2p) Werm

Esta tltima suma podemos considerarla solo sobre las particiones 2-divisibles
pues si hay alguna particién con un bloque e tamano impar entonces el res-
pectivo cumulante es 0 y por ende se anula ese término, es decir se tiene,

n(X*) = Y (] rwi(w)).

TeNCP(2p) Wen

Separando 7 = 19, la particién completa en la suma se tiene,

v(X) =) + Yo (I ).

TENCP(2p)—{12p} Wem

Como en la suma estamos considerando solo particiones distintas a la total
entonces es claro que sus bloques son de tamano estricto menor a 2p por lo
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que por hipétesis de induccién existen @y, ..., Qp—1 tal que rop(1y) = Qx(t)
para 1 < k < p — 1, sustituyendo esto en la igualdad anterior se tiene,

rop(vr) = v (X*) — > ((IT Qu@).

TeNCP(2p)—{12p} WeET

Usando la expresion v,(X2) = S mPtk = m{Vt + 7% m{Ptk se tiene
que,

) =+ S — S (] @uato),
k=2

TeENCP(2p)—{1lgp} Wem

el cual es un polinomio que se anula en 0 pues Q(0) = 0 para todo k =
1,..,p — 1. Ademas por la regla de la derivada del producto es claro que
U(t) = X rencpep)—iia) [ wen Q@(t)) es tal que U'(0) = 0 de donde se

tiene que

V() =mt+ Y mPtr - > (JTew®)

2
k=2 TENCP(2p)—{12p} Wer

es tal que V'(0) = mb”, ademds por construccién rop(vy) = V(t), es decir

Q,(t) = V(1) es el polinomio buscado. Para concluir, de lo probado tenemos
que para cada p € N existe ), como antes, luego,

.1 .1
tlggo ?mp(yt) - tlgglo ;Qp(t) - Q;’(O) - mz(nl) = T2p(V)

O

Para finalizar la seccion vamos a ver que para cada d entero es posible
construir un EPNC y una variable aleatoria tal que en ese espacié la distri-
bucién de dicha variable es vy.

Teorema 49. Sean d € Z y tomamos ay, .., a, una familia libre de variables
autoadjuntas en un Espacio de Probabilidad No Conmutativo (A,) de tal
manera que cada una de estas variables se distribuye con ley semicircular.
Consideremos el EPNC (A® A, ® 1), entonces en este espacio la variable
autoadjunta,

T=a1®a;+---+aqaq

tiene distribucion vgq con respecto al funcional 1 & 1.
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Demostracion. Para probar esto bastara verificar que para todo n € N se
cumplen,

w ® w(l'znil) — Vd<X2n71) — O,
¢®¢( 2")_y X2n Zm k‘

Sea n € N entonces se tiene que,

d
" = (1 ®a1+ - Fag®ag)" = Z @i(1)i(2) * * * Ai(n) D Ai(1)Ai(2) * * * Qi(n),
i(1),...,1(n)=1

de donde se tiene

d
Y RP(x") = Z ?/J(Gz'a)am) i)
i(1),...,1(n)=

De la formula de momentos cumulantes esto es,

¢®¢(x">: Z () (@i, s i)

)., 1(n)=1 TENC(n)

De esto ultimo tenemos que si n es impar entonces toda particiéon 7 tiene
un bloque de tamafio impar k y por ende r,(ain), ..., Gin)) tiene un factor
de la forma 74(a;q), ..., @), de la independencia libre de los a; es claro
que si existen j(s) y j(r) tales que sean distintos entonces este se anula,
la Unica manera de que no se anule es que entonces sean todos el mismo
y por ende este factor sea de la forma ry(aj,...,a;) = ri(a;), para algin
a; € {ai,..,aq}. Sin embargo como cada a; tiene ley semicircular se sigue
que todos sus cumulantes son 0 salvo el segundo, en particular todos los
cumulantes impares son 0 y por ende en este caso también 74(a;) = 0. Lo
que tenemos entonces es que en cualquier caso este factor siempre se vuelve
0 y por ende el producto también. Concluimos asi que ¥ @ (2z?"~!) = 0 para
todo n € N. Bastara verificar el caso par entonces, procediendo como antes
tenemos que para n € N,

d

L/J (2 @D(SBQn) = Z [ Z Tw(ai(l), ey ai(Qn))]2.

i(1),..;i(2n)=1 TENC(2n)
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De la observacién que hicimos antes es claro que esto no se anula inicamente
cuando 7 es una particion a pares pues en otro caso aparece un cumulante
distinto del segundo cumulante y este es 0. Asi,

d

Y ® w($2n) = Z [ Z Tﬂ(ai(l), cen ai(gn))]2.

i(1),...i(2n)=1 TENC2(2n)

De la observacién que hicimos antes de que los cumulantes multivariados se
anulan si tienen distintas entradas cuando hay independencia libre entonces
se sigue que para que r.(a;(1),...,7(2n)) no se anule entonces 7 debe ser tal
que si tenemos los indices i(1),...,i(2n) fijos de tal manera que varios de
ellos son iguales digamos i(j;) = i(j2) = ---i(jx) entonces 7w debe ser tal
que una elementos de ji, .., jx, de otra manera si m une elementos k,[ con
i(k) # i(l) entonces lo que sucederd es que tendremos en 7, (a;y, .., @i(2n))
un factor de la forma rg(al-(k), ai(l)) que es 0 debido a la independencia libre y
entonces todo el sumando rﬂ(ai(l), o ai(gn)) sera 0. Para poder expresar esto
de manera mas amigable, vamos a introducir la siguiente notacion. Para cada
conjunto de indices ¢ = (i(1),...,4(2n)), denotamos por ker(i) a la particién
en NC(2n) donde k y [ estdn en el mismo bloque si y solo si i(k) = i(l).
En otras palabras, Ker(i) es la particién con bloques dados por todos los
elementos que son iguales entre ellos. La observacion que acabamos de hacer
se traduce a que para que 7 (a;(1), ..., @j(2n)) DO se anule entonces 7 debe ser
tal que m < ker(i). Mds atin, es claro que en caso de que 7 sea de tal forma
entonces rr(a;(1), ---, Gi(2n)) = 1 pues todos los segundos cumulantes son 1, de
esto ultimo tenemos que,

d

popEm) = > [ > 1P

i(1),..,i(2n)=1 r€NC>(2n)
w<Ker(i)

S >N S

i(1),..,4(2n)=1 m,pe NC2(2n)
m,p<Ker(i)
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Haciendo un cambio de sumas esto ultimo es igual a,

veUE) = ) S

i(1),..,4(2n)=1 m,pe NC2(2n)
m,p<Ker(i)

d
= X 21
m,peENC2(2n) i(1),..,i(2n)=1
ker(i)>m,p
= > KG(Q),...i(2n)) € {1,..,d}*" : 7, p < Ker(i)}].

m,pENC2(2n)

Vamos ahora a fijar , p € NC5(2n) y vamos a tratar de ver que esté contando
el término |{(i(1),...,4(2n)) € {1,..,d}* : m,p < Ker(i)}|. Para esto sean 7’
y p/ particiones en NC(n) tales que A(n") = m y A(p') = p, notemos que las
érbitas de M, son unién de bloques de 7 y p al mismo tiempo pues son
invariantes bajo M, », esto nos dice que las 6rbitas vista como particion es
tal que m, p < Orb(M, ) . Tomemos entonces una érbita (ji, .., 7;) y sea i tal
que i(j1) = i(j2) = - -- = i(ji), hacemos lo mismo para cada 6rbita de M,/ ,
y lo que tenemos es entonces una coleccién de indices i = (i(1), ..,7(2n)) que
por construccién es tal que m, p < Ker(i). De la misma manera si tomamos
una coleccién de indices i = (i(1),...,7(2n)) tal que m, p < Ker(i) entonces
cada bloque de Ker(i) es unién de bloques de 7 y p al mismo tiempo y por
ende es invariante bajo M, , de donde cada bloque de Ker(i) es unién de
érbitas de M s, luego como los bloques de Ker(i) son disjuntos entonces
cada orbita (ji, .., ;) de M, estd contenida en un bloque de Ker(i) y por
construccién de ker(i) sus bloques son tales que si {li,..,l.} es un bloque
de Ker(i) entonces i(ly) = i(ls)--- = i(l,), de donde se sigue que i(j;) =
i(j2) -+ = i(j;). Lo anterior nos dice que [{(i(1),...,i(2n)) € {1,..,d}*" :
m,p < Ker(i)}| es de hecho la forma de contar indices i = (i(1), ...,i(2n))
de tal manera que la aplicacién i : {1,...,2n} — {1,...,d} que manda k en
i(k) sea tal que sea constante en las érbitas de M, . Lo anterior nos dice
que si tenemos #(M, ) 6rbitas en M, s, entonces la forma de tomar estos
indices es colocar un valor de la aplicacion ¢ a cada érbita entre 1, .., d, como
tenemos d maneras para cada orbita entonces,

{(i(1),...,i(2n)) € {1,...,d}*" : 7, p < Ker(i)}| = d#*M=.0),

Usando esto iltimo y combindndolo con la tltima expresién para ¢ @ 1(x?")
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se tiene,

Y@ Y(x™) = Z 1{(i(1),...,i(2n)) € {1,..,d}*" : 7, p < Ker(i)}|

m,peNC2(2n)

_ Z A7 Mo 1)

m,peNC2(2n)

= Y g

m,peNC(n)

= Z |{m,p € NC(n) : M,, tiene exactamente k orbitas}|d”
k=1

= Z mid,
k=1

lo cual concluye la prueba. O]

Para cerrar el capitulo hay que quedarnos con la clara idea de que el
problema de contar sistemas meandricos con cierta particularidad se puede
asociar al problema de calcular cumulantes libres, en este sentido los sistemas
meéandricos no estan alejados de la probabilidad libre. Esto por supuesto se
sugiere desde el momento que definimos en el Capitulo 1 un sistema meandri-
co a partir de particiones que no se cruzan a pares. De ahora en adelante la
tesis se centrara en abordar el problema de contar el nimero de componentes
de los sistemas meandricos a través de herramientas en probabilidad libre.
De hecho, como veremos al final de la tesis, la relacién es mas estrecha y
se pueden atacar problemas de conteo en sistemas meandricos a través de
herramientas en Probabilidad No Conmutativa en general.
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Capitulo 3

Una relacion directa entre
sistemas meandricos y
diagramas de Hasse

Este capitulo, a diferencia de los anteriores, va mas enfocado en el ob-
jetivo principal de la tesis, el cual es analizar el comportamiento asintético
del nimero promedio de componentes de los sistemas meandricos. La meta
principal de este capitulo es el de comprender y desglosar parte del trabajo
desarrollado en [3], donde de manera muy resumida se da una expresién equi-
valente entre la distancia en el diagrama de Hasse de NC'(n) y la distancia en
el diagrama de Cayley de S,,. Esta equivalencia nos permitira mas adelante,
hallar una relacion entre la distancia en el diagrama de Hasse de dos par-
ticiones, 7,p, y el nimero de componentes del sistema meédndrico, M (m, p).
Para esto necesitamos entrar un poco en contexto de lo que es la gréafica de
Cayley.

3.1. Graficas de Cayley

Definicién 50. Dado un grupo GG y S un subconjunto de G, se define el
grafico de Cayley como la gréfica dada de la siguiente manera,

= Los vértices de la grafica son los elementos de G.

= Dos elementos a y b de G se conectan a través de una arista si existe
s € S tal que as = b.
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Comunmente se toma a .S como un generador de GG, de esta manera su grafica
de Cayley es conexa, ademas si se considera que S es cerrado bajo inversos
entonces la gréfica resulta no orientada, pues (a, b) es arista si y solo si (b, a)
lo es también. Finalmente, si no se considera a la identidad del grupo en S
entonces la grafica de Cayley resulta no tener lazos.

Si tomamos, S,, como el grupo y al conjunto de (Z) transposiciones como
su generador, entonces el grafico de Cayley asociado es aquel tal que dos
permutaciones se conectan si y solo si una puede obtenerse de componer la
otra con una transposicién. Vamos a denotar a esta grafica de Cayley por
[',,. Dadas dos permutaciones o, 7 vamos a denotar a d(o, p) a su distancia,
definida como el camino de menor longitud que une ¢ y 7 en la grafica de
Cayley I',,. Recordando lo visto en Capitulo 1, sabemos que podemos encajar
NC'(n) dentro de S, por lo que si denotamos por A,, al diagrama de Hasse
de NC(n), una pregunta que surge es si A,, se encuentra entonces también
encajado dentro de I',,, la respuesta nos la da el siguiente teorema.

Teorema 51. Sean A, y ', definidas como antes, entonces A, es una
subgrdfica de I',,, donde los vértices de A,, son pensados como permutaciones
en ves de particiones via el ensamble P : m — P, visto en Capitulo 1.

Demostracion. Para la prueba primero tenemos que verificar que los vértices
de A, son un subconjunto de los vértices de I',, esto es inmediato via el
ensamble P, pues toda particién que no se cruza resulta en una permutacion
en S,. Bastard entonces verificar que si (Pr, P,) es una arista de A,, enton-
ces también lo es en I',. Para esto tomemos (P, P,) una arista de A,,, por
definicién del diagrama de Hasse, lo que lo anterior nos dice es que p resulta
de unir dos bloques de 7 y conservar el resto igual. Sean By = {by 1, ..., b1, }
y By = {ba1,...,b24,} dichos bloques ordenados de manera numéricamente
creciente. Del hecho de que 7 es una particiéon que no se cruza solo tenemos
4 casos posibles; que by, sea menor a by, que by, sea menor a by, que
exista 1 <k < tal que by < byg < byy < --- < bgy, < by g1 0 que exista
1 S k S lQ tal que bg’k S b171 S bl,g S cee S bl,ll S bg’k+1. Si se tiene el primer
caso entonces considerando la permutacion 7 = (by,bq,,) es facil notar que
si pensamos a B; como érbitas entonces,

ByBiT = (b2,1> e 52,12)(51,1, ey bl,ll)(bl,lle,lg) = (52,152,2 <obo by b1,11)

es decir lo que tenemos es que P,7 = P, y por ende por definicién (P, P,)
es una arista de I',,.
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El caso 2 es analogo al caso 1, y el 3 al 4, por lo que basta verificar el caso 3,
para esto supongamos que existe 1 <k <y tal que by, < by < by < --- <
bat, < bigs1, tomando 7 = (by pbay,) se tiene,

BByt = (51,1, ) bl,ll><b2,1a ) b?,lz)<bl,kb2,lz)
= (51,151,2 tet b1,kb2,152,2 tet b2,5251,k:+1 te bl,ll)-

Es decir, P, = P, y por ende por definicién (P, P,) es una arista de I,
esto concluye la prueba. O

Una observacién importante es que de hecho la relacion anterior es mucho
mas fuerte y estd dada por el siguiente teorema presentado en [3].

Definicién 52. Dado el espacio métrico, (I',,d) y dos puntos z,y € T',, se
define el intervalo, I, ,, como la subgréafica de I',, generada por los puntos
y € I',, tales que d(z,y) + d(y, z) = d(z, 2).

Teorema 53. Sea A, definida como antes, entonces se cumple que A, es
el intervalo, I. s en el espacio métrico (I'y, d), donde e = (1)(2)---(n) es la
identidad y s = (12---n).

Para la prueba se puede consultar el Teorema 3.1 en [3]. Lo que lo anterior
nos dice no es solo que A,, es una subgrafica de I',,, si no que también nos dice
que todos los elementos y € A, cumplen que d(e,y)+d(y, s) = d(e,s) = n—1.
Este ultimo valor veremos mas adelante porque es justamente n — 1.

3.2. La distancia en el diagrama de Hasse A\,

Una vez que se tiene a A, encajado dentro de I',, podemos considerar
entonces la distancia en A,,, dx(0o, p), como la longitud del menor camino de
o a p totalmente contenido dentro de A,. Una observacién sencilla y bastante
importante es que para m,p € NC(n), dgy(m, p) = da(Pr, P,).

Vamos ahora a recordar un poco de los sistemas meandricos. Sea m €
NC'(n) una particién, recordemos que podemos asociar a 7 su permutacién
P, como vimos antes. Mds aun, esta permutaciéon P, nos permite recuperar
la duplicacién de m de una manera muy sencilla, si (iyiy - - - i) es un ciclo de
P, entonces 7} z io, 14 £ i35y 1, z i1. Esto es basicamente la construccién de
la duplicacién de 7 vista en el Capitulo 1. Finalmente para 7y p en NC(n)
vamos a pensar a M (P, P,) como el sistema meandrico M (7, p). Esto nos
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permitird darle sentido a M (o, 7) cuando o, 7 son elementos de A,,. Con estos
conceptos podemos motivar a la siguiente definicién.

Definicién 54. Sea p una particiéon en NC(n), definimos Z como la particién
que no se cruza en NC(n) tal que su duplicacion, 63, es la particién con
bloques {i, (P,(i) — 1)}, donde la resta es modulo n.

Es importante hacer la observacién de que si hacemos un desplazamiento
ciclico a la derecha en los vértices de dp pero conservamos la estructura de
dp, entonces la particion resultante es justamente 82, pues al desplazar cicli-
camente a la derecha lo que estamos haciendo es renombrar a los vértices de
la siguiente manera, 1 se convierte en n’, 1’ se convierte en 1, 2 se convierte
en 1’, 2/ se convierte en 2 y asi sucesivamente. Luego, si originalmente sin el
desplazamiento tenfamos i’ % j entonces ahora i ~ (j — 1)" en la particién
resultante y por definicién eso es justamente la duplicacion de Z En otras
palabras lo que estamos haciendo es considerar p, hacer su duplicacién, re-
nombrar ciclicamente los vértices bajo un desplazamiento y recuperar ; a
partir de considerar a la permutacién resultante como su duplicacion. Esto
nos dice inmediatamente por la construccion vista en el Capitulo 1, que z no
es mas que el complemento de Kreweras de p en su representacion circular.

Esta observacién sera fundamental mas adelante. A B le llaman el dual de p
en [3].

Ejemplo 55. Consideremos p = {{1,3,4}{2}}, construimos su representa-
cién planar y a partir de ella su duplicacion como se observa en la Figura
3.1.
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Figura 3.1:

En este caso tenemos que s, = (1,3,4)(2) por lo que 55 = (12)(3)(4) v
por lo tanto podemos recuperar p = {{1,2}{3}{4}}.

Ahora daremos una expresion explicita para la distancia en el diagrama
de Cayley, d.

Teorema 56. Sea 0 € S,, con r orbitas, incluyendo puntos fijos, entonces
dle,o) =n—r.

Demostracion. Sea o expresado como producto de ciclos disjuntos,
(d11d12 - - - duy ) (G210 - - oty) - (Grafip2 - - Uy, ).

Se tiene entonces que Z;Zl l[; = n, ademas se tiene que
(Gjrije - ii;) = (1at2) (d5at53) =« (dj1,-1050 )

por lo que cada ciclo de tamano [; se puede ver como producto de [; — 1
transposiciones y por ende ¢ se puede ver como producto de Z;Zl(lj —1) =
n — r transposiciones de donde,

d(e,o) <n—r.

Por otro lado, cuando se multiplica por alguna transposiciéon no se puede
reducir el nimero de ciclos en mas de uno, y entonces como e tiene n ciclos
y o tiene r entonces debemos multiplicar por al menos n — r ciclos, es decir
d(e,0) > n —r lo cual concluye la prueba. O]
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Lo anterior nos deja claro porque d(e, s) = n—1, més aun, de las propieda-
des de I',, como grafica de Cayley, tenemos que d es simétrica y equivariante,
es decir d(o,7) = d(e,07'7) lo cual nos permite calcular cualquier distancia
con ayuda del teorema anterior. Ademas podemos dar el siguiente lema que
sera util en la prueba del teorema principal del capitulo.

Lema 57. Sean mw,7 permutaciones en S, y u una transposicion tal que
uot ™! tiene un ciclo mds que ot~ t, en otras palabras, u es tal que parte un
ciclo de o771, entonces d(uo, 7) = d(o,7) — 1.

Demostracion. La prueba es inmediata del teorema anterior, por hipotesis
tenemos que #ciclos(uoT™1) = #ciclos(om71) + 1, del teorema anterior te-
nemos que,

d(uo,7) = d(uot™ !, e) = n — (#ciclos(uot™))
=n — #ciclos(or™!) =1 =d(o17,e) — 1

=d(o,7)— 1.
[l
Teorema 58. Sean 0,7 en A, entonces se cumple que dx(o,7) = d(o,T).

Demostracion. Es claro por lo anterior que todo camino en A,, es un camino
en I',,, por lo que, d(o,7) < dj(o, 7). Lo que se requiere probar es que la
distancia entre o y 7 en I',, puede ser descrita por un camino totalmente
contenido en A,,. Para la prueba se procedera por induccion sobre n, para el
caso n = 1 se tiene que necesariamente, 0 = 7 = (1), de donde se tiene que
da(o,7) =0=d(o,T).

Supongamos que se cumple para n — 1, para n > 1, vamos a suponer que
o(n) = ny 7(n) = n, entonces lo que tenemos es que podemos pensar a o
y 7 como permutaciones en A,_1, donde o es la permutacién original sin n
al igual que 7. Lo que estamos haciendo basicamente es usar el hecho de que
A,_1 C A, como puede verse en la Figura 3.2.
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(1234)
(123)(4) (12)(34) (1)(234) (14)(23) (134)(2) (124)(3)
(12)(3)4)  (1M23)(4)  (13)(2N4)  (IM2)(34)  (1M24K3)  (14)(2K3)

(1N2)3)4)

Figura 3.2: A3 en rojo contenido dentro de A4

Luego por hip6tesis de induccion se tiene que dp(o,7) = d(o, 7). Lo que
resta entonces probar es que podemos reducir el caso general donde o y 7
son arbitrarias a el caso donde o(n) =ny 7(n) =n.

Para esto vamos a considerar la aplicacién (o, 7) — (o, 7). Como vimos al
inicio, la funcion o — o es una isometria en la grafica de Cayley en el sen-
tido de que intercambia e con s en la grafica I. s y por ende en A,, también,
precisamente por tratarse de el complemento de Kreweras. Esto nos dice que
preserva distancias, es decir, da(o,7) = d(o,7) ssi dy(d, 7) = d(a, 7). Esto
nos permite analizar la distancia de potencias bajo la aplicacion Tder y o.
Para analizar que ocurre con el sistema meédndrico, M (o, 7), cuando se le apli-
ca la aplicacion ~ tanto a o como T basta notar que por las observaciones
hechas al inicio de _~>, lo que esta ocurriendo es que estamos preservando la
estructura del sistema meéndrico M (o, 7) pero estamos haciendo un renom-
bramiento de los vértices {1,1’,2,2',...,n,n’} via un desplazamiento ciclico
a la derecha. Por otro lado del hecho de que 7 vista como particién, es una
particién que no se cruza, quiere decir que existe un arco inferior en el sistema
meandrico que no encierra mas arcos, en otras palabras, la particiéon ot debe
tener un par que no encaja a otro par, donde por encajar nos referimos a que
si {a, b} es dicho par, entonces no existe otro par {c,d} tal que ¢ < a < b < d.
Esto nos dice que 7 es tal que su duplicacion tiene un elemento de la forma
{i,4'} si es que 7 estd en un bloque propio en 7 o {¢',i+ 1} si 4,7+ 1 estdn en
el mismo bloque de 7. En este tltimo caso es posible aplicar la aplicacién una
vez para tener que estos vértices ahora se llaman {i,7'}. En conclusién, en
cualquiera de los casos es posible afirmar que después de aplicar cero o una
vez la aplicacién existe un bloque de la forma {7,7'}. Nuevamente aplicando
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dos veces la aplicacion " se manda este bloque a el bloque {i — 1,7 — 1"},

por lo que después de una cantidad finita de veces aplicando esta aplicacion

podemos llegar a que este bloque es {n,n'}. Es decir, existe una potencia m
tal que 7™ s tal que 2™ (n) = n. Si ademas se tiene que 3™ (n) =n en-

tonces habremos terminado por la observacion de que se conserva la distancia

y que estamos en el caso donde n es fijo.
—(m) . —(m) —(m)
En otro caso asumamos que 0 (n) =i # n. Enestecasoen M(og ', 7
tenemos una curva que desciende a través de n, se conecta inmediatamente

con n' y luego continua por la parte superior donde se conecta con i. Sea
o' = (in)g(m), entonces lo que hace o’ es justamente dejar fijo n, lo cual nos
. . , —(m) , —(m)
dice por lo probado anteriormente que d(c’, 7 ") = dx(o’, T
lado lo que estd haciendo o’ es dividir el bloque de o que tiene a n en dos
.. . —(m) —(m) , —=(m)
bloques disjuntos, lo cual nos dice que dy(c ", 7 ") =dp(o’,7 ") +1 pues
en el diagrama de Hasse dos elementos son consecutivos si y solo si uno de
ellos tiene dos bloques que al unirse forman un bloque del otro y el resto de

). Por otro

bloques son idénticos. Por otro lado tenemos que (_;(m) es tal que el ciclo que

contiene a n es de la forma (ia;as...qin), luego, como 7 " deja fijo n, entonces
;. —(m) —(m), _; C . ..
el facil ver que o " ( )~! es tal que en su descomposicion en ciclos disjun-
tos el ciclo que contiene a n es de la forma (iby...b,n). De donde, al aplicar la
sy L —=(m) —(m), _, .
permutacion (in) por la izquierdaa o (7 )~ tendremos que este ciclo se

partird en los dos ciclos (ib; - --b,.)(n), asi podemos aplicar el Lema 57 para

concluir que d(g(m), ?(m)) = d(o, ?(m ) + 1. Finalmente, podemos concluir
que dA(g(m), ?(m)) = d((_f(m ,?(m)) y por ende dj(o,7) = d(o, 7). O

Todo esto nos permite dar una formulacién final de la distancia en el
diagrama de Hasse y la distancia en el grafico de Cayley.

Teorema 59. Sean m, p dos particiones en NC(n), entonces se cumple que,
dy(m,p) =n— #ciclos(Ppr_l).

Demostracion. Para la prueba basta usar el hecho mencionado al principio
de que dy(m,p) = dp(Pr, P,), del teorema anterior tenemos entonces que
dg(m, p) = d(Pr, P,), finalmente del lema 56 concluimos que,

du(m,p) = d(Pr, B,) = d(P: P, €) = n — #ciclos(PP,").
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Este teorema finalmente va alineado en el objetivo principal de la tesis,
pues via esta igualdad y un teorema que veremos mas adelante, permitira es-
tablecer una relacion entre la distancia en el diagrama de Hasse y el numero
de componentes del sistema meandrico, lo cual serd la herramienta principal
para calcular el comportamiento asintético del niimero promedio de compo-
nentes de los sistemas meandricos.
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Capitulo 4

Numero promedio de
componentes de los sistemas
meandricos

En este capitulo se busca conocer el comportamiento asintético de
ST 2 HM)
T,pEAXB

Donde A, B C NC(n). Para esto se tomara como base el trabajo desarrollado
en [5], se comprenderd y detallaran pruebas de dicho trabajo, donde se aborda
el comportamiento asintotico del caso particular,

1 1
n27-1Cat 2 #M (. p).
" pEInt(n)x NC(n)

Veremos varios casos, para finalmente llegar al caso mas general conocido el
cual es A = Int(n) y B = NC(n). Para el caso general, A = B = NC(n),
daremos cotas, aunque un limite puntual hasta ahora no se conoce.

4.1. Expresiones equivalentes con la distancia
en el diagrama de Hasse

Para llegar al objetivo del presente trabajo necesitaremos hallar una ex-
presion para el nimero de componentes de los sistemas meandricos a través
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de la distancia en el diagrama de Hasse, pues es mas facil atacar al problema
de este modo. Esto es lo que se busca hacer precisamente en esta seccion.

Definicién 60. Dadas m, p € NC(n), definimos I'(, p), como la grafica pla-
nar de vértices coloreados, negro y blanco de la siguiente manera:

1. Se imagina una linea horizontal con los niimeros ordenados en ella de
1,...,n.

2. Se dibuja la representacién planar de 7w por la parte de arriba y la de
p por la parte de abajo.

3. a cada bloque de 7 se le asocia un vértice negro y uno blanco a cada
bloque de p.

4. las aristas son las lineas que unen los vértices en la grafica resultan-
te de dibujar las representaciones planares de 7 y p, los cuales estan
etiquetados de 1 a n.

[ ]

Figura 4.1: Grafica I'(m, p) asociada a m = {{1,3}{2}{4,5}{6}} v p =
{{1,4,5}{2,3}{6}}, la linea roja se supone imaginaria.

Observacién: Podemos dar una expresién explicita para mVp, para esto
basta unir dos bloques de 7 y p que tengan al menos un elemento en comun
y repetir el proceso uniendo nuevos bloques de 7 y p que tengan al menos
un elemento en comin con el bloque resultante del previo paso, luego los
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conjuntos resultantes son de hecho los bloques de 7Vp. Esta tltima obser-
vacién nos permite asegurar que la cantidad de bloques de mVp es de hecho
el nimero de componentes de la grafica planar I'(m, p), se hard uso de esta
observacion para la prueba del siguiente teorema.

Teorema 61. Sean 7, p € NC(n) dos particiones que no se cruzan, entonces
las siguientes cantidades son equivalentes;

1. dg(m,p).

2. n— #M(r, p).

3. ||PrP; || = n — #ciclos(P- P, ).
4. ||+ |p| = 2[mVpl.

9. n — ZC,componente de T'(m,p) #CCLTCLS(C).

Demostracion. Para la prueba se verificaran; 1 < 3,2 << 3,2 < 5y 4 < 5.
1 & 3 se sigue del Teorema 59.

Para 2 < 3 notese que basta verificar que #M (7, p) = #cycles(PwPljl), para
esto basta observar lo siguiente. Tomemos un elemento i en {1,1’,...,n,n'},
donde més particularmente i € {1,...,n}. Es facil notar que por construc-
cién de M(m,p) (ver Figura 4.2), el elemento i se conecta por la parte in-
ferior de M (m, p) con j', donde j es tal que p tiene un bloque de la forma
{i1,..,J, 1, ..., i}, luego j' se conecta por la parte superior de M (m, p) con
un nuevo elemento k, donde k es tal que m tiene un bloque de la forma
{li, ..., 7, k, ..., 1.}, y este proceso continua hasta regresar a el elemento inicial
i. Este proceso describe un componente de M (7, p), sin embargo notemos
que este mismo proceso describe un ciclo de PP 1 pues el elemento inicial
i es enviado a j bajo P 1y luego j es enviado a k bajo P, luego este ciclo
termina cuando se regresa al elemento inicial 7. Esta observacién muestra
2& 3.

Para verificar 2 < 5 basta probar que #M (7, p) = 3¢ componentes I'(r.p) #caras(C).
Esto tltimo es inmediato de la construccién de M (7, p) a través de la grafica
[(m, p) (ver Figura 4.2), pues los componentes de M (7, p) rodean justamente
las caras de los componentes de la gréfica I'(m, p).

Para verificar 4 < 5 recordemos primero la formula de Euler, la cual
establece que para una grafica planar C|, se tiene,

vertices(C') — aristas(C) + caras(C) = 2.
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Denotaremos a esto por v(C) — a(C) + ¢(C') = 2. Haciendo uso de esto y
usando que |7Vp| es el niimero de componentes de T'(7, p) se tiene,

n— > co(C) = a(l(m, p)) - > 2+ a(C) —v(C)]

C,componentes de I'(m,p) C,componente de I'(m,p)
:U(F<7T,p)) - § : 2
C,componente de I'(m,p)

= ||+ [p| = 2[mVpl.

Esto ultimo pues los vértices de la grafica I'(m, p) son justamente el nimero
de bloques de m mas el niumero de bloques de p, pues a cada bloque se le
asignaba un vértice. O]

1 2 2" 3 3 4 4" 5 5 6| l 16’

Figura 4.2: M (m, p) obtenido a través de la grafica I'(m, p) asociada a m =

{{1,3H{2H{4,51{6}} v p = {{1,4,5}{2,3}{6}}.

Corolario 62. Sean 7, p € NC(n), entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes;

1. M(m,p) tiene un solo componente.
2. dy(m,p) =n—1.
8. ||PrP | =n—1.

4. |n|+lpl=n+1y|rVp| =1.
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5. T'(m, p) es un drbol.

Demostracion. La implicacion 1 < 2 se sigue del teorema anterior, pues
si M(m,p) tiene un tnico componte entonces #M(m, p) = 1 de donde se
concluye.

Para 2 < 3 basta usar la misma implicacion en el teorema anterior.

Para 2 < 5 basta observar que de la misma implicaciéon en el teorema
anterior se tiene que I'(m, p) tiene un tnico componente, y que este ultimo
tiene una unica cara. Es decir, visto como grafica es conexo y no tiene caminos
cerrados, pues en caso de tenerlos tendria una curva cerrada y por ende al
menos una cara mas. De esto tltimo, se tiene que necesariamente I'(7, p) es
un arbol y viceversa.

Para la tltima implicacién de 4 < 5, notemos que si ||+ |p| = n + 1
entonces la grafica I'(m, p) tiene n + 1 vértices. Mds aun, por construccion,
sabemos que tiene n aristas, finalmente el hecho de que |7Vp| = 1, nos
dice que esta totalmente conectada. Luego, de estos 3 hechos se tiene que
necesariamente es un arbol y lo mismo de manera viceversa, pues todo arbol
con n aristas estd conectado y tiene n+ 1 vértices como vimos en el Teorema
39 del Capitulo 1. O

El anterior corolario nos da el siguiente resultado.

Teorema 63. Sea m € NC(n), entonces el sistema medndrico, M (m, Kr(m))
tiene un unico componente, o equivalentemente debido al corolario anterior,
dy(m, Kr(m)) = n — 1. Donde el complemento de Kreweras se define como
en el capitulo 1, pero renombrado sus vértices de {1',...,n'} a {1,..,n} para
que tenga sentido considerar M (m, Kr(rw)).

Demostracion. Para la prueba vamos a usar el corolario anterior, el obje-
tivo sera probar la cuarta equivalencia y es que |7| + |[Kr(m)| = n+ 1y
|7V Kr(m)| = 1. La primera parte se sigue del Teorema 36.

Para la segunda parte basta analizar que para ¢ = 2,..n se tiene que si ™
es tal que tiene un bloque de la forma {41, ..., j, 4, ..., i } entonces se tiene que
7 e 1 estan en el mismo componente de 7. Por otro lado, de la representacion
circular vista en el Capitulo 1 se tiene que hay una curva que une j con %
y por ende en el complemento de Kreweras se tiene que 7' e 1 — 1’ se unen,
es decir, estdn en el mismo bloque, en otras palabras j e ¢ — 1 estdn en el
mismo bloque en Kr(m). De lo anterior, tenemos que necesariamente i e i — 1
estan en el mismo bloque de 7V Kr(7), y como i es arbitrario concluimos que

|nVKr(r)| = 1. O
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Cerraremos la seccién con la observacién de que finalmente se tiene la
herramienta central, y es que #M (m, p) = n — dg(7, p). Esto nos permitira
analizar el comportamiento asintotico del nimero promedio de componentes
de los sistemas meandricos, via la distancia dg.

4.2. Sistemas meandricos con tapa superior e
inferior

Consideremos un sistema meandrico, M(w, p), diremos que se trata de
un sistema medndrico con tapa superior e inferior cuando 7, p € Int(n). El
siguiente resultado no se muestra en [6], pero parte de la prueba estd basado
en los resultados anteriores desarrollados por Alexandru Nica y Doron Pu-
der en [6]. Podemos obtener un resultado para el comportamiento asintético
del nimero de componentes de los sistemas meandricos con tapa superior e
inferior. Mas explicitamente en esta seccion estamos interesados en ver como
se comporta la siguiente cantidad cuando n tiende a infinito,

1 1
n on—19n—1 Z #M(, p)-
m,pEInt(n)xInt(n)

Para esto definimos la siguiente notacién; para m € Int(n) definimos i" =
. . . . ™ .

(7, ...,ir_,) dado por if = 1si k ~ k+ 1y 0 en otro caso. Esto es, i" nos

dice si dos nimeros consecutivos estan o no en el mismo intervalo, es decir a

partir de ™ podemos recuperar m por completo.

Teorema 64. Sean w,p € Int(n) entonces el nimero de componentes del
sistema medndrico asociado M (m, p) estd dado por,

n—1
LD Laz=igy
k=1

Demostracion. Para la demostracion notemos que cuando existe algun £ tal
que i} = iy = 0 entonces la grafica planar asociada I'(m, p) se parte en dos
componentes, como se puede observar en la Figura 4.3 encerrados en color
verde.
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1 2\ 3 4 5 6
(o]

Figura 4.3: Grafica I'(m, p) asociada a 7 = {{1,2,3}{4}{5,6}} v p =
{{1,2}{3}{4,5,6}}.

Esto nos dice que el nimero de componentes de la grafica planar I'(m, p)
esta dado por 1+ 3771 Liz—i—oy-
Maés aun para cada componente con aristas r,r + 1,..,] se tiene al menos
un cara, y por cada elemento r < k < [ —1 tal que tal que if =i} =1
se crea una curva cerrada lo cual da origen a una nueva cara como puede
verse en la Figura 4.3 en color azul. Esto nos dice que el nimero de caras de
cada componente con aristas r,r+1,...,l es 1+ Z;;lr Liir—ir—1y- De estas dos
observaciones se deduce que si denotamos por rq, ..., . a los indices ordenados
entre 1 y n — 1 tales que 77, = ¥ = 0 para ¢ = 1,...,k entonces se tienen
k + 1 componentes, y en cada componente el nimero de caras esta dado
por 1 + Z:f;{;l Lyir—ip—1y para t = 0,1,...,k, con g = 1y rpy1 = n por
defecto(hay al menos un componente por defecto). Luego usando esto se
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tiene,

k rep1—1
Y @)= Y0+ 3 Lol
C,componente de I'(m,p) t=0 u=r¢
k rer1—1

=14k+> > lyopey

t=0 wu=r¢

n—1 n—1
=142 Lg=ig=0) + D Lig=ig=1)
k=1 k=1

n—1
=14+ La=n-
k=1

Para concluir basta usar el Teorema 61. O

Teorema 65. El numero promedio de componentes de los sistemas medandri-
cos con tapa superior e inferior converge a % conforme n tiende a infinito,
1.e,
1 1 1
lim ———— E M(m,p) = —=.
m,p€Int(n)xInt(n)
Demostracion. Para la demostracién bastara usar el lema anterior, notemos
. 1 . . , .
que si my p son tales que >, lgiz_py = j entonces su sistema medndrico
asociado tiene j+ 1 componentes, ademas claramente 0 < 7 < n—1. Si deno-
7 . , . n—1 .
tamos por NN, al nimero de sistemas meéndricos tales que >, _; 1 {ir=ity = J,
es claro que

—_

n—

S #M(mp) =Y G+ DN,

m,pEInt(n)xInt(n) j

i
o

Bastard entonces contar N; lo cual es puramente combinatorio pues para
que esto suceda, entonces m y p deben compartir ;5 valores iguales, y el resto
distintos, es decir, una vez fijo 7, p se puede escoger de (n;.l) formas, que
son los j indices iguales y el resto quedan determinados. Luego para escoger
7 se puede hacer de 2"~ ! formas pues es el total de particiones en intervalos,
por lo que el total de particiones m y p que cumplen ZZ;} Lijm_iey = J estd
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dado por 27! (";1) que es precisamente [V}, luego,

i
L

> #M(mp)=> (j+1)N;

m,p€Int(n)xInt(n) j

3 <
—~ o

—1
(j+1)2"" <” , )
§=0 J
De esto ultimo tenemos

1 — 1 (n—-1
Sn—Tgn-1 > #M(x,p) = (J+1)2n1< )

m,pElnt(n)xInt(n) Jj=0
1

|
<
N}
3}—‘
AN
VR
3
S|
[
~_
_|_
[\
:b—‘
L
M
AN
VRS
3
.|
—_
~~

1
= E(Binom(n — 1, 5)) +1
n—1
= 1.
5 +
Concluimos que
1 1 n—11 1
- - M - i
n n—19n-1 Z # (W’ p) n 2 n’
m,p€Int(n)xInt(n)
de donde aplicando limite llegamos al resultado. O]

4.3. Sistemas meandricos con tapa superior

Consideremos un sistema meandrico, M(m, p), diremos que se trata de
un sistema medndrico con tapa superior cuando tnicamente m € Int(n) y
p € NC(n) no esta restringido a ser una particion en intervalos. De ahora
en adelante estamos interesados en este tipo de sistemas meandricos. Nueva-
mente se desea conocer el comportamiento asintético del niimero promedio
de componentes, este es el caso mas general que se ha resuelto hasta ahora
y las pruebas y resultados se basan totalmente en [6]. A diferencia de la sec-
cién anterior la manera en que se llega al resultado es mas bien analitica en
vez de combinatoria. En esta prueba se hace un fuerte uso de la convolucion
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aditiva libre, en ese sentido la probabilidad libre juega un rol crucial. Vamos
a dividir la seccién en subsecciones para hacer mas comprensible el método
general que se sigue.

4.3.1. Resultados y definiciones previas

Teorema 66. Sean 7,p € NC(n) con m € I(n), entonces m™Np =7\ p y por
ende,
du(m,p) = |7+ [p| = 2|7 V pl.

Demostracion. Para la demostracién primero verificaremos que wVp = 7wV p,
para esto basta verificar que 7Vp es de hecho una particién que no se cruza.
Consideremos primero el caso especial en el que 7 tiene un bloque de tamano
2 y n—2 singletones. Supongamos ademas que este bloque de tamano 2 es de
la forma {i,i+1}. Sean B; y B;y1 los bloques de i e i 4+ 1 respectivamente en
p. De las observaciones hechas anteriormente es claro que wVp es de hecho la
particion que une B; con B;;; y deja los deméas bloques de p como estaban.
Vamos a dividir nuestra prueba en casos.

Primero supongamos que todos los elementos de B; son menores a i+ 1 y que
todos los elementos de B;;; son mayores a 7. Tomemos ademas a < b < ¢ < d
con a, ¢ elementos en un bloque de 7Vp y d, b en algtin otro bloque de la misma
particién. Como p es una particion que no se cruza entonces necesariamente
uno de estos bloques es B; | B;11, pues de otra forma tendriamos que existen
dos bloques de p tales que uno contiene elementos a, c y el otro b,d con a <
b < ¢ < d. Supongamos sin perdida de la generalidad que a,c € B;|J Bj41,
nuevamente del hecho de que p no se cruza necesariamente a pertenece a
alguno de estos bloques y b al otro por la misma razén que antes, luego por
la suposicion inicial y que a < ¢ entonces necesariamente a € B; y ¢ € B, 1.
Vamos a suponer ademés que ¢ = ¢ + 1, entonces como b < ¢ y ademas
no puede ser i pues pertenece a un bloque distinto de B;|J B;y1 entonces
tenemos que a < b < 1 < ¢ < d, pero a,t pertenecen al mismo bloque B; de p
y b, d a algiun otro bloque de p, lo cual contradice el hecho de que p sea una
particién que no se cruza. Algo andlogo ocurre si a = i, por lo tanto la tnica
posibilidad restante es que tanto a < 7y que i + 1 < ¢. En este caso notemos
que como b < ¢ entonces o b estd entre 1 + 1 y ¢ 0 es menor a i + 1, notemos
que si b estd entre i + 1 y ¢ entonces se tiene que i + 1 < b < ¢ < d, pero
entonces tendriamos que 7+ 1, ¢ estan en un bloque de p y b, d en algin otro,
lo cual nuevamente es una contradiccién a que p no se cruce. Por lo tanto,
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necesariamente b es menor a 7 + 1, luego en este 1ltimo caso tenemos que
como b no puede ser i pues estd en otro bloque distinto a B; | B;;1 entonces
a < b <1 < d, ynuevamente tenemos que a,¢ estdn en un bloque de p y
b, d en algin otro, lo cual nuevamente contradice el mismo hecho. Es decir si
consideramos el caso especial en el que todos los elementos de B; son menores
a1+ 1y que todos los elementos de B;;; son mayores a ¢, necesariamente la
particién resultante, 7V p es una particién que no se cruza.

Supongamos ahora el otro caso en el que hay al menos un elemento de B;
que es mayor a i+ 1, sea i’ el elemento en B; que es mayor a i + 1, mas aun
por el principio del buen orden podemos suponer a i’ como el menor elemento
en B; que es mayor a i + 1. Como p es una particiéon que se cruza esto nos
lleva a que necesariamente todos los elementos de B;;; son mayores o igual
a i+ 1y menores a 7. Tomemos como antes a < b < ¢ < d con a, ¢ elementos
en un bloque de 7Vp v d,b en algin otro bloque de la misma particidn.
Por el mismo razonamiento de antes, uno de estos bloques es necesariamente
B;|J Bi+1, supongamos s.p.g a,c¢ € B;|JBiy1 y b,d en algin otro bloque de
7Vp (que es también bloque de p), mds aun, por el mismo razonamiento de
antes a pertenece a algin bloque de B; o B;;1 y c al restante. A diferencia
del caso anterior donde necesariamente a € B; y ¢ € B;, ahora es posible
cualquiera de los dos casos, supongamos primero a € B; y ¢ € B;y1, en este
caso se puede proceder de la misma manera que antes para llegar a que mVp
es una particién que no se cruza. Faltard entonces el caso restante en el que
a € Bi11 y ¢ € B;, luego por la suposicion inicial de a < ¢ entonces tenemos
que necesariamente ¢ es un elemento de B; mayor o igual a i/, si ¢ =
entonces del hecho de que a < by que a € B;,; entonces necesariamente
i1<i+1<a<b yporendei<b<i =c<d, peroi,i estan en un bloque
de p y b,d en algiin otro lo cual nos conduce a la misma contradiccion.
Finalmente, si ¢ < ¢ entonces tenemos que como i + 1 < b por al argumento
de antes se tienen dos posibilidades, que b este entre i’ y ¢ lo cual nos dice
que i" < b < ¢ < d y tenemos la misma contradiccién que antes, o que b
sea menor a ¢ en cuyo caso tenemos i < b < i’ < ¢y tenemos la misma
contradiccion que antes. Por ende, si hay al menos un elemento de B; que es
mayor a 7 + 1 se tiene necesariamente que mVp es una particién que no se
cruza.

Para el caso simétrico en que hay un elemento de B;;; menor a ¢ se tiene lo
mismo, y el ultimo caso posible en el que hay tanto un elemento de B; mayor
a ¢+ 1 como uno de B;;; menor a ¢ no se considera posible pues p es una
particién que no se cruza. Concluimos asi que 7Vp es una particién que no
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se cruza.
Finalmente para concluir el caso mas general en el que 7 es arbitrario basta
definir lo siguiente; Pares(t) = {{i +i+1}|1 <i <nyi~i+ 1}, donde
se entiende que si i = n entonces ¢ + 1 = 1. Luego si se define 0; como la
particién con bloques {i,7 + 1} y todos los demds singletones, entonces es
claro que,

™ = \/ 0;.
{i,i+1}€Pares(m)

De esto ultimo se tiene que

T™Vp = P\7(\/ 7)),

{i,i+1}€Pares(m)
de donde se concluye usando que V es una operacién asociativa y el caso
inicial. Para concluir la prueba basta usar el Teorema 61 y lo probado aqui
para conseguir la igualdad,

da(m, p) = || + o] — 2/ V o]
O

El anterior resultado nos da una herramienta fundamental, pues ahora se
tiene una expresion explicita para la distancia en el diagrama de Hasse. Para
cerrar esta subseccién se define lo siguiente.

Definicién 67. Definimos la aplicaciéon b : NC(n) x NC(n) — R dado por,
b(m, p) = 7| +[pl = 2|m v pl.

Es importante observar que debido al Teorema 66, en el caso particu-
lar en que 7 se restringe a Int(n) se cumple la igualdad b(7, p) = dg(m, p),
mas aun, es claro que |7 V p| < |7Vp| y por ende en general se tiene que
dH(ﬂ—7 IO) < b(ﬂ-7 p)

En otras palabras, esta aplicacion es una cota superior para la distancia en
el diagrama de Hasse, esto nos va a permitir dar una cota inferior para el
nimero promedio de componentes de los sistemas meandricos cuando ambas
particiones estdn en NC'(n) y para cuando la particién superior se restringe
a m nos va a permitir dar un limite explicito para el niimero promedio de
componentes. En conclusién, lo que se tiene hasta ahora es que en vez de
analizar el nimero promedio de componentes, se analiza la distancia prome-
dio en el diagrama de Hasse, pero esta distancia coincide con la aplicacién
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b por lo que se analizara entonces la cantidad promedio de dicha aplicacion.
Esto nos da una idea de porque para el caso de sistemas meandricos con tapa
superior se tiene un limite explicito pero para el caso general donde ambas
particiones estdn en NC'(n) solo se tienen cotas y es precisamente porque la
anterior aplicacién no coincide con la distancia en el diagrama de Hasse en
general, pero siempre es una cota.

Estamos en condiciones de mostrar el resultado principal, para esto la si-
guiente seccion se enfoca en un caso particular donde la particién superior es
un intervalo fijo, la motivacién de presentar primero este caso mas particular
es que nos va a mostrar el procedimiento que se planea seguir para el caso
general cuando la particién no es fija.

4.3.2. Sistemas meandricos con tapa superior fija ds,,

Teorema 68. Sean F(-,-) y G(-) dos funciones tales que,
F(z,t) =tG(z(1 + F(z,1))).
Entonces se cumple que

2Fi(z,1)

Fy(z,1) = F(z,1) + zFi(z,1) — T Fe 1)

donde Fy(z,t) = 2£(z,t) con x; la i—ésima entrada de F .

Demostracion. Derivando con respecto a t en la condicién inicial y fijando
t = 1 tenemos,

Fy(2,1) =G(2(1+ F(2,1)) + G'(2(1 + F(z,1)))2F3(z,1).
Despejando y usando que G(z(1 + F(z,1))) = F(z,1) se tiene,

G (=(1 4 F(2,1)) = F2(Z’Zz(;%<z’ D} (4.3.1)

Por otro lado, hacemos lo mismo ahora derivando con respecto a z e igualando
en t = 1 para tener,

Fi(2,1) = G'(2(1 + F(z, 1)) (1 + F(2,1) + 2F (2, 1)).
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Nuevamente despejando se tiene,

G'(=(1+ F(2,1)) = § - F(ZFSTZ)E(Z I (4.3.2)

Igualando (4.3.1) y (4.3.2) se tiene
(Fy(z,1) = F(2,1))(1 4+ F(2,1) + 2F1(2,1)) = zF5(2,1) Fi(2, 1),
de donde se sigue el resultado de despejar Fy(z,1). O

Definicién 69. Se define la particién, Ay, = {{1,2}{3,4}---{2m—1,2m}},
dado esto se definen las cantidades,

Lodym = @ ZpGNC(Qm) b(>\2,m, p) = ﬁ ZpGNC(Zm) dH<)‘2,ma p), la
distancia promedio a la particién Ay .

_ 1 _ 1
2. dn ~ 2n-1Cat, Zﬂ’eln.t(n),peNC(n) b('ﬁa p)_ on=1Cat, ZWG‘Int(n),pENC(n) dH(ﬂ', p),
la distancia promedio en el caso de sistemas meandricos con tapa su-

perior.

El objetivo principal de esta seccién y el resultado més general conocido
hasta ahora es el de comprender el resultado asintético de %" que es analogo
a comprender el resultado asintético de

1 1
n2—1Cat, Z #M (7, p),
welnt(n),peNC(n)
debido a la equivalencia entre la distancia del diagrama de Hasse y el nimero
de componentes del sistema meandrico dado en el Teorema 61. Para esto
se hard uso de la convolucién aditiva libre definida en el Capitulo 1. Para
esta subseccién, seguiremos paso a paso la demostracién de ds,, cuando la
particion superior es fija por ser mas sencilla y después se usaran las mismas
ideas para trabajar el caso de interés d,,.

Definicién 70. Definimos las series de potencias,

L. ¢(1) (Za t) = Zle z" ZpENC(Qm) t|)\2,mVp|'

2. ¢(2) (27 t) = anl yn ZﬂEInt(n),pGNC(n) Z\W|t|ﬂ'\/p|.

74



El objetivo es probar que estas series de potencias son precisamente la
serie de momentos en z de alguna medida p, = p® la cual es la convolucién
aditiva libre de alguna medida . Comencemos con el primer caso, ¢(!)(z,1).
Lo que se verificard es que PENC(2m) th2mVel no es més que el m-ésimo
comento de alguna medida j; = p®t.

Definiendo, P; = {2i — 1,2i} y para « una conjunto de enteros positivos
definimos, P(a) = (J,c,, i, ademds sea A(«) la particién de P(a) con bloques
P, para i € . En otras palabras, A(«) no es més que Ay, restringido al
conjunto P(a).

Por otro lado, notemos que param € Ny p € NC(2m) se tiene por definicién
que Ay, V p > Aoy, v por ende, Mg, Vop conserva los bloques de Ay, es
decir Ao V p tiene bloques de la forma P(6,), P(6s), ..., donde 6y, 65, ... son
bloques de una particién § € NC(m), en pocas palabras As,, V p es una
particién que une los bloques de Ay, de acuerdo a como sean los bloques
de p. Por poner un ejemplo, si m = 3y p = {{1,4}{2,3}{5,6}} entonces
Ao Vp={{1,2,3,4}{5,6}}, esto es exactamente lo mismo que Ay, V p =
{P({1,2}), P({3})}, es decir la particion en NC(3) asociada es {{1,2}{3}}.
Por ende lo que se esta haciendo es una manera distinta de contabilizar las
particiones g, V p a través de particiones en NC(m), sin embargo surge
un pequeno inconveniente y es que varias particiones p € NC(2m) pueden
estar asociadas a la misma particién § € NC(m), de tal manera que todas
estan particiones p generen la misma particion A, V p = {P(61), P(62), ...}.
Nuevamente, por poner un ejemplo, si en el caso anterior tomamos, p; =
{{1,2,3}{4}{5,6}} entonces tendremos que \s,,,Vp = {P({1,2}), P({3})} =
{{1,2,3,4}{5,6}} = Aa.n V po, es decir tanto p como ps estdn asociadas a la
misma particion 6.

Este problema se soluciona agregando para § € NC(m) el termino,

[Je > 1

0,€0  oeNC(P(6;))
oVA(8:)=1p,)

Lo anterior lo que hace es justamente contar todas las particiones p que
generan el mismo Ay, V p (de hecho p no es mas que la unién de los o en
la expresién) pues precisamente verifica bloque a bloque de 6; de 6, cuantas
maneras de tomar p distintas en ese conjunto P(6;) generan el mismo bloque
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P(0;) en Ay, V p, con esta observacién lo que se tiene entonces es,

Soodheevl = N TTe Y D).

pENC(2m) 0eNC(m) 0:€0  oceNC(P(6;))
O'V)\(ei):lp(gi>

Lo que se debe notar es que lo anterior no es mas que la formula de momentos-
cumulantes libres vista en el Capitulo 1. Si para alguna medida p; tenemos
que su m-esimo momento esta dado por,

Sl = N TTe Y b

pENC(2m) 9ENC(m) 0,60  c€NC(P(6;))
O'\/)\(ei)zlp(gi)

Entonces tendremos que para § € NC(m) su ry cumulante libre estard dado

por,
=[]t > 1.

0;€0  oceNC(P(6;))
O'V)\(ei)ZIP(gi)

Y por ende tomando 0 = 1,, se tiene,
rm =tl{oc € NC(2m): 0V Aam = Lo}

En este caso, por ejemplo, se puede dar de manera explicita cual es la medida
1 asociada. Sea a una variable aleatoria, en el sentido algebraico visto en
el Capitulo 1, con ley Marchenko-Pastur, es bien sabido que dicha ley tiene
momentos,

M, (a) = Cat,,.

Usando la relacién de momentos-cumulates libres vista en el Capitulo 1, esto
nos lleva a que los cumulantes libres de a estdn dados por, r,(a) = 1 para
toda n € N, pues

M,(a) = Cat,, = Z r=(a).

TeENC(n)

Sea p la medida asociada a la variable b = a?, el Teorema 15(productos como
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argumentos) del Capitulo 1, nos dice que para m € N,

rm(b) = rm(aa, aa, ..., aa) = Z To(ay....;a)

ceNC(2m)
)\2,m\/0':12m

_ Z ro(a) = Z 1

ceNC(2m) ceNC(2m)
)\Q,mvo':]-Qm A2,7”)'1,\/0':]-2m

=|{o € NC(2m) : Aom V0 = 1oy}

Luego si consideramos p; = p entonces por las leyes de los cumulantes
vistas en el Capitulo 1, tenemos que para m € N el cumulante m-esimo
asociado a la convolucién aditiva libre de p, pt, estd dado por

rm(pe) = t{oc € NC(2m) : Aoym V 0 = Loy }H.

Esto concuerda exactamente con lo obtenido antes, es decir, lo que se tiene

en realidad es que,
S e ),

pENC(2m) 0eNC(m)

y por ende, por la férmula de momentos-cumulantes, se tiene que » PENC(2m) thh2.m Vel
es el m—esimo momento asociado a p; = u®, que es la convolucién aditiva

libre de la medida pu.

Todo lo anterior se hizo con el fin de probar que la serie de momentos asociada

a i, = p® es precisamente ¢ (z,t) y que su R-transformada es z — tG/(2),
donde G(2) =), < 7Tm(p)2™ es la R-transformada de p. Luego de la igual-

dad (1.2.3) del Capitulo 1, se tiene que
oW (2, 1) = tG(2(1 + ¢V (z,1))).

Una observacion de suma importancia, es que de hecho no es necesario ob-
tener de manera explicita p, pues lo inico que se requiere es encontrar una
expresion de la forma,

S thenvel= ST TT £(0:,1).

pENC(2m) 0eNC(m) 0;€0

. ., . . . _ )\2’ Vp
Lo que la anterior expresion nos dice, es que si definimos M, (t) = > pENC(2m) th2mvel
entonces se tiene,

oW (z,t) = Y Mu(t)2"

m>1
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con la propiedad de que M, (t) = > ocncm) [o,e f(6i:1). Luego se tendrd
que para cada t,

G(z(1+ 90 (1)) = ¢!V (1),
donde G(z) = >_,-, f(1n,t)z". Esto debido a que lo que estd sucediendo es

que precisamente ¢ (z,t) es la serie de momentos de alguna medida s, y
G(z) es la R—transformada de dicha medida.
Mas aun si pedimos una condicién méas fuerte del estilo,

Mm(t>: Z tHf(ei)v

0ENC(m) ;€6

y definimos G(z2) = >, <, f(1,)2", entonces lo que estamos diciendo es que
G es la R-transformada de alguna medida p con cumulantes (f(1,,))m>1 ¥y
por ende, los cumulantes asociados a su convolucién aditiva libre p; =
estan dados por (£f(1,))m>1, lo que nos lleva a que ¢ (2, t) es en realidad la
serie de momentos de la convolucién aditiva libre, p; = p®, luego la relacién
anterior se convierte en,

tG(z(1+ oW (2, 1)) = oW (2, 1), (4.3.3)

pues z — tG(z) es la R-transformada de la conlucién aditiva libre, u™. Este
es de hecho el enfoque que se sigue en [6], donde se enuncia la siguiente
equivalencia, que es justamente lo que se acaba de explicar.

Teorema 71. Sea
F(z,t)=> 2" > T](tge).
n>1 0eNC(n) 0;€0
donde g1, go, ... son expresiones que no dependen de z o t, entonces,

F(z,t) =tG(z(1 + F(z,1))),
donde G(2) = >, > gm2™.

Demostracion. La prueba se remite a lo dicho anteriormente, pero para una
prueba mas detallada se puede consultar [7], Teorema 10.23. O

El resultado anterior nos ahorra mucho trabajo, pues nos permite estable-
cer una relacién del estilo (4.3.3) entre ¢ y su R-transformada asociada sin
necesidad de hallar la medida p detréds, y inicamente encontrando una rela-
cién del estilo momentos-cumulantes. Con todo lo visto hasta ahora podemos
establecer el siguiente resultado.
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Teorema 72. Sea ¢V(z,t) =3 ;2™ e NC(2m) themVel “entonces se cum-
ple que,
261" (2,1)

(1) _ 1)
05 (2,1) = oW (2,1) + 201V (2, 1) — T+ 6M(z 1)

Demostracion. Por todo lo visto antes, definiendo G de manera adecuada,
tenemos que,

¢ (z,1) = 1G(2(1 + ¢!V (2,1))).
Apelando al Teorema 68, se tiene el resultado. O

Estamos listo para probar el resultado asintético deseado al inicio de esta
seccion, la causa de porque se define esta serie ¢(1)(z,t) es que si se deriva
con respecto a t y se evaltia en 1 se encuentra justamente el factor

Z 2™ Z |A2.m V pl.

m>1 pENC(2m)

El cual es uno de los términos de la aplicacién b definida en el inicio de la
seccion.

Teorema 73. Se define la distancia promedio a la particion Ag

1
do.ym = b( Ao, p).
% CCLtQm ( 2 p)
pENC(2m)
Entonces se cumple que
dam
lim —27 = /2.
m—oo MM

Demostracion. Para la prueba primero verificaremos que para m € N se
cumple

3 (o
B =3t " Catyn
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En efecto, notemos que,

1
dom = > b(Aamsp)

atQm
pENC(2m)
1
a2 [Peml+ 1ol = 2w v pl]
Im e NC(2m)
1
= Gt > Imt ol = 2[Aam Vo).
™ peNC(2m)

Usando el Teorema 8 y el hecho de que ¢§” (2,1) =351 2™ 2 senciam) | A2mV
p|, se tiene que,

1

dy . = =) —
2, m—l—(m+2) Catgm
donde [H(z)],, denota el coeficiente de 2™ en el desarrollo en serie de poten-
cias de H(z) =), - an2", i.e, [H(2)|m = am. Por otro lado del Teorema 72

se tiene que,

65 (2, 1),

201 (2, 1)
1+ ¢M(z,1)

Pero notemos que, ¢p(V)(z,1) = Yoz Catom 2™y ¢§” (2,1) = 3 sy Catgmz""".
De aqui tenemos inmediatamente que,

057(2,1) = ¢V (2, 1) + 26{" (2, 1) —

680, Dl = 692, Dl -+ 68 D — (220D
2 P LA Am T L eM (2, 1)
(1)
1+ oMW (z,1)™

Ba(slt)aré entonces conocer el desarrollo en serie de potencias del termino
z¢y ' (z,1)

1+¢M (2,1)°
Para esto notemos que,

Z Cato,x*™ = % Z 2C ato,,x>™

Jm

= Catyy, + mCatyy, — |

m>1 m>0
1 m m
=3 [mio Catpx™ + mE>0 Catp(—z)™].
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Usando lo visto en el Capitulo 1 de series ordinarias se puede verificar que,

ant xzm_\/1+4$—\/1—41‘
2m - .
dx

m>0

Por ende, ) -, Caty,z™ = ~ 1+4\/;\_ﬁv V2 Derivando y multiplicando por
z obtenemos que,

1) B 1 1 B
L0 (2,1)—4 W 4 8\/2\/1+4\/_+ \/_\/1 4/ 2.

Z

Dividiendo entre 1 4 ¢M(z,1) = Y om0 Catap 2™ = 1+4\/i_/5 IV e ob-
tiene que,
200z 1) _ VEuto) 1

1+ 6W(z,1)  w(u—v) 2

donde u = /1 + 4y/zy v = y/1 — 4y/z. Usando que u?>—v? = 8,/z se obtiene
que,

nggl)(z, IS 1 (u? —v?)(u + v).

1+ ¢MW(z,1) 2 Buv(u — v)
Manipulando algebraicamente se llega a que,

20 (z,1) 1l (W= (utv) 1 w40t 4+ 2w
1+0M(z,1) 2 suv(u—v) 2 * Suv
1 242w 1 1
T2 TR 4w
1 1

+——
4 4y/1—-162

La cual es la serie ordinaria de los coeficientes (27;”), es decir,
z¢§” (z,1) 2m 1
—_— = E A4mTim,
1+ ¢MW(2,1) = \m

zd)gl)(z,l) ]

TG m = (*™4™=1. De esto concluimos que,

Por ende |

[gzﬁgl)(z, )] = Catay, + mCatay, — (2m> gm=1

m
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luego,

1 2 1)
dy = 5y —= 6P (2, D]
o =+ (m o+ 5) = [0 (1)
2m
=2 - — Catom, Caty, — gm—1
m+2 C’atgm[ @lom - mCaty (m) |
23, Gz
N 2 Catgm

Para concluir la prueba basta hacer uso de la aproximacién de Stirling, que

nos dice que n! =~ v27mn2" son asintéticamente iguales, para asi tener que

2n\ . 22" e sy .
(") ~ 7= son asintéticamente iguales, luego,

n

d . 3 2m 22m71
MML:Hm——+&i——
m—o0 M m—oo  2m mCata,,

O

Esto prueba el primer teorema asintoético, para traducir esto a nimero
promedio de componentes de sistemas medndricos, basta usar el Teorema 61
para tener el siguiente resultado.

Teorema 74. Definimos la cantidad promedio de componentes de los siste-
mas medndricos con particion superior Ag ., como,

1
M,,, = Mg, p).
2, CGtQm # ( 2, p)

PENC(2m)

Entonces se cumple que,
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Demostracion. Para la prueba basta hacer uso del Teorema 61, usando que
#M(m,p) =n—dy(m, p) param,p € NC(n), pero recordemos que como Ag ,
es una particién en Intervalos entonces b(Agm, p) = dg(Aam, p), combinando
estas dos igualdades tenemos que #M (Mg, p) = 2m — b(Aam, p), luego,

My ., 1
i Mo ————— 2m — b(Aa.m,
Jm =% = lim e ) 2m—b0em, p)]
pENC(2m)
=2 lim ="
m—oo M,

=22

[]

4.3.3. Sistemas meandricos con tapa superior arbitra-
ria

Estamos en condiciones de pasar al teorema central de esta seccién, com-
prender el niimero de componentes promedio de los sistemas meandricos con
tapa superior. La tematica a seguir es exactamente la misma que la del ca-
so anterior en la que la particion superior era fija. Queremos entonces un
resultado para ¢ (z,t) andlogo al de ¢V (z,t). Para esto recordemos que
¢ (z,t) = 2@1 y" Zﬂ'elnt(n),pENC’(n) 2l el
Nuestro primer objetivo sera hallar una relacion momentos-cumulantes co-
mo la del caso anterior. Algo que puede causar ruido en la definicién de ¢
es que hay una variable extra g, sin embargo, no tiene por qué alarmarnos
pues lo tnico que estamos diciendo es que ¢ es una serie formal en z y ¢
con coeficientes que son también otra serie formal en y. Recordemos que el
objetivo anterior era ver que ¢ no es mas que la serie de momentos en z
de alguna medida p;. En términos de la medida pu;, lo que esta variable y
nos dice es que hay una dependencia en y de dicha medida. El uso de esta
variable es puramente auxiliar, pues es necesario incorporarla ya que al no
tener una particién superior fija entonces establecer una expresién del estilo
momentos-cumulantes solo es posible cuando nos restringimos a fijar la par-
ticién superior , esto serd posible gracias al termino zI™ que aparece en la
serie.
Recordemos entonces que al igual que antes, el objetivo es poder expresar a
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#?(2,t) de la forma,

oWz t)=> 2" Y [t

m>1 0eNC(m) 0;€0

Para esto definimos para cada particién m € Int(n) con k bloques el vector,
a, = (aj,...,ax) que denota el tamano de sus bloques en el orden en que
aparecen en 7, i.e, su primer bloque tiene tamano a;, el segundo as y asi
consecutivamente. Sean BZ-(a’“) ={ay+-ai1+1,...,a1 +---a;} el i-ésimo
bloque de 7 y al igual que antes, para o un conjunto de enteros positivos
denotamos por B® (a) = ., Bi(ak) y a A@)(q) a la particién de B@*)(q)
con bloques BZ.(a’“) para ¢ € «, en otras palabras, al igual que antes, A(ak)(&)
no es mas que 7 restringido a los componentes de B®*)(a). Luego notemos
que,

n R Sy aglnval
2.0 ) 2 >

n>1 welnt(n),peNC(n) k>1 a1,a2,...,ax>1
p€NC(a1+---+ak)

Donde 7 es la particién con tamanos de bloques (ay, ..., ax). Lo dnico que
estamos haciendo es cambiar el orden de las series y correr sobre la cantidad
de bloques de m, esto puede ser desde k = 1 hasta infinito, luego dado la
cantidad de bloques de 7 corremos sobre todas las particiones p con la misma
cantidad de elementos de m, para esto corremos sobre todas las k-tuplas,
(@, ..., ax) que son los tamanos de bloques de 7 (es decir corremos sobre todas
las particiones 7 con k bloques), y entonces p € NC(ay + - - - + ax). Ademés
multiplicamos por los respectivos nyzl % que es y elevado a la cantidad de
elementos de 7. Esto es,

k
n |7l lmvol — k Vel a;
)IUAND DI > [1v

n>1 welnt(n),peNC(n) k>1 a1,a2,...,ap>1
peENC(a1+-+ak)

Por otro lado, notemos que dados ay,..,ary > 1y p € NC(ay + --- + a)
tenemos al igual que el primer caso que, A*([k]) V p = X({1,...,k})Vp >
A2k ([k]) y por ende, A ([k]) V p debe conservar los bloques de A2 ([k]) (que
de hecho no es més que ), es decir al igual que en el primer caso tenemos
que los bloques de A\ ([k]) V p son de la forma B®@)(0;), B@)(0,), ... donde
01,05, ... son los bloques de una particién en NC(k), el cual es exactamente
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el mismo razonamiento que en el primer caso. Finalmente procediendo como
antes, tenemos que

LIS SED SIS | (AD SRS | {o)

E>1 ai,...,ap>10;€0 oceNC(B2k(0;)) j€0b;

0eNC(k a . —
(®) A k)(el)vale(ak)(ei)

Usando que NC(B®)(6,)) = NC(|B@)(6;)|) se tiene,

SHCUED DI | (UNDS 2. [1w1

k>1  6eNC(k)0;€0 a1,..a)9,121 o€ENC(a1++aj,)) Jj=1

Lo cual nos da la férmula de momentos-cumulantes buscada, donde mas
explicitamente, tenemos que para m € N se tiene que,

T = E yal‘f""‘i‘am7

ai,...,am>1
GENC(ar++tam)
NG am)([m])vgzlaﬁ_m%m
es el m-esimo cumulante asociado a la medida p, donde y es tal que p; = p®
es la medida con serie de momentos en z, ¢ (z,t). Procediendo exactamente

como antes tenemos el siguiente resultado.
Teorema 75. Sea ¢\?(z,t) definida como antes, entonces se cumple que,
I NERY

1+ ¢®@(2,1)

Demostracion. Para la prueba se procede como en el Teorema 72. O

09 (2,1) = 6@ (2,1) + 2917 (2,1)

Nuevamente estamos preparados para mencionar el teorema central de
esta seccion,

Teorema 76. Se define la distancia promedio para sistemas medndricos con
tapa superior como,

1

welnt(n),peNC(n)

Entonces se cumple que,



Demostracion. Para la prueba primero verificaremos que para n > 1 se cum-
ple que,

(—1)" 3 1 |
2n=1Cat, 2" 'Cat, (1 +1y)(v/1—38y)"
donde [H (y)], denota el coeficiente de y™ en la expansién en serie de Taylor

alrededor de 0 de H, i.e. si H(y) = ) ,any" entonces, [H(y)|m = ap. De
la definicién de b(7, p) se tiene que,

1
dp = 2 1Cat, Z b(r, p)

welnt(n),peNC(n)

1
= o ica > (7| + |p| = 2|7 V pl].
" relnt(n),pENC(n)

d,=6n+4+

De el Teorema 8 tenemos que,

d, = |V pl.

n+1 n+1 2
it >

2 2 2n1Cat,
welnt(n),peNC(n)

2 n 2
Usando que ¢$ )(1, 1) =351 Y" D netnt(n) penc(ny TV Pl y pensando a ¢§ '(1,1)
como una serie de potencias en y tenemos que,

2 (2)
dy=n+1— 1, 1),
" 2”—1C’atn[ > (1D

Recurriendo al Teorema 75, se tiene que,

¢ P(1,1)

6870 Dl = 192 (1, D+ 087 Dl — (5

|n-

Por otro lado recordemos que, ¢(1,1) = 3 ., y"2"'Cat,, y #2(1,1) =
an1 y"C’atn”T“T*l. Asi se tiene de manera inmediata que,

(2) _ on— 2n\ - o7 (1,1)
(657 (1,1)],, = 2" Cat,, + (n )2 2 - [m]n-

Usando lo visto en Capitulo 1 de series ordinarias y agrupando correctamente
se puede ver que,
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Lo o®(1,1) = 3,0, y"2" ' Caty = 53,5, Catn(2y)" = 5~ —

2 n n— n n
2. ng )(17 1) = Zn21y CatnnT—HZ b= iznzl (Zn)(2y> =1 11—8 - zll

Combinando estos dos resultados tenemos que,

o1, _ilrm Y Wrm -
1+ ¢™@(1,1) 1+4y;;/@ 1+4y —/1-8y
1 1
= 8(1+y)(m—1)(1+4y+\/1—8y)

1+ 4y 4y + /1 — 8y
8(1+y)vI—28y  8(1+y)
12y —4y/T-8y  3y—yJ/1-8y
S 8(1+y)VT=8y  2(1+y)yT-8y

___ ¥ 3y
21+y) 2(1+y)v/1-238y
Y 3 3

__2(1+y)+2m_2(1+y) I—8y
1 Vo3 n . 3
=52 (1" +§Z(n)<2y) T2l VI Sy

n>1 n>0
luego,
1+ ¢@(1,1)" 2 2\ n 201 +y)vT—=38y"

Combinando esta expresién con la que obtuvimos antes se tiene,

9 1 2n 2 1 n 3 (2n n 3
657 (1, 1)) =2 C“tn+(n)2 —501 ‘§<n>2 EETEm N =G

De donde se tiene que,

@)
1l — (1,1
th=nt 1= o0, 1)
(—1)" 3 1
—ntl-2- ()4 1) -
nt (n+ D+ 5oaa, T80 s A v
(—1)" 3 |
= 6n+4 - n
nH At S, ica (T V=
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Para analizar el comportamiento de ——%—— recurrimos a un resultado
p (I+y)v/I-8y

expuesto en [6], donde se verifica que,

1 8 & 13 1
| b= gl o
(14+y)(v/1—8y) 9y/mn 2n

De lo anterior y usando la aproximaciéon de Stirling que nos dice que (2:) y

4n

T Son asintéticamente iguales tenemos que,

1 3 ( 1 .. 6(n+1)y/7n8 8" 16

(1+y)\/_1—8y]n T b n2ndn 9 /rm | 3

De esto ultimo se sigue el resultado. O]

lim —
n—oo n 2" 1Cat,,

Nuevamente podemos traducir este resultado a niimero promedio de com-
ponentes del los sistemas meandricos con tapa superior via el Teorema 61, lo
cual nos da el siguiente resultado.

Teorema 77. Definimos la cantidad promedio de componentes de un sistema
medndrico con tapa superior en n puntos como,

1

Mn _ M ) .

L. > #M (7, p)
welnt(n),peNC(n)

Entonces se cumple que,
M, 1

lim — = —.
n—oo M 3

Demostracion. Para la prueba se procede como en el Teorema 74, para tener
que,

M 1
lim — = lim ——— Z [n—b(m, p)]

n—oo 1N n—00 n2”—10atn
w€lnt(n),peNC(n)

1

— -l > b

noboo n2n-1Cat, (m:p)
welnt(n),peNC(n)
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4.4. Cotas para el caso general

Para esta seccién el objetivo es hallar cotas para el caso mas general en
que m,p € NC(n) no estdn condicionadas. Para esto la idea es proceder
exactamente como en el caso anterior para tener una cota superior para la
distancia en el diagrama de Hasse, y con esto tener una cota inferior para
el numero promedio de componentes de los sistemas meandricos. Para la
cota superior se apelard a un resultando que se sigue inmediatamente de la
desigualdad triangular.

Comencemos entonces con la cota inferior, para esto definimos la siguiente

serie formal,
= E 2" E tlmvel,

n>1 m,peNC(n)

Nuevamente, el objetivo es hallar una relacion del estilo momentos-cumulantes.
Este caso es bastante mas sencillo, basta notar que como |7V p| es una par-
ticién que no se cruza entonces sus bloques son bloques 6; de una particion
que no se cruza 6, mas aun cada bloque de 7m V p nos genera un elemento
t, asi podemos contar los bloques de 7V p como bloques de una particiéon
6 € NC(n). Finalmente al igual que en los casos anteriores para contar todas
las m v p que nos generan la misma particion w V p basta considerar para

cada 6 el factor,
I[Ie > .

0:€0 o, reNC(6;)
O'VTZI(.)Z.
Esto justamente nos cuenta cuantas m y p nos generan la misma particion
7V p pues verifica bloque a bloque de 6 cuantas particiones en esos bloques
son tales que su unién se convierte en el bloque completo. En otras palabras,
la particiéon 7 no es mas que la unién de las particiones ¢ y lo mismo con p
para 7. Esto nos lleva a que,

oIz t)=> =" Y J[e > 1.

n>1 0eNC(n) 0;€0 o, reNC(6;)
O'VTzlgi

Usando que NC(0;) =2 NC(|0;|), podemos expresar lo anterior como,

¢ (2,t) = Zz Z H Z 1).

n>1  GeNC(n) ;€0 o,7eNC(|0;])
U\/‘r:l‘g”
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Que es la férmula momentos-cumulantes que estdbamos buscando, en otras
palabras la medida p asociada en este caso tiene cumulantes,

Tm = g 1=Ho,7€e NC(m):oVT=1,},
o,TENC(m)
oVT=1m
para m > 1. Dicho esto podemos mencionar el primer teorema para este caso
analogo a los casos anteriores.

Teorema 78. Sea ¢\ (z,t) definida como antes, entonces se cumple que,

200 (2,1)

(3) _ 3)
05 (2,1) = 6P (2,1) + 267 (2, 1) — T+ 6@ (1)

Demostracion. Para la prueba se procede como en los Teoremas 72 y 75, de-
finiendo G como la R-tranformada con cumulantes r,, asociada a y y usando
que lo anterior verifica que ¢®)(z, ) es la serie de momentos asociada a pu®,
luego apelando a la relacion entre la R-transformada y su serie de momentos
vista en el Capitulo 1 y al Teorema 68 se concluye lo deseado. [

Nuevamente estamos listos para probar el primer teorema de esta seccion.

Teorema 79. Sea b, la cantidad promedio con respecto a, b : NC(n) X
NC(n) — R definida por,

Entonces se cumple que,

Demostracion. Para la prueba se tiene que,

~ 1
bn = Cat? Z b(ﬂ-ap)

" mpeNC(n)

1
=5z 2. lrl+lol =27 vl

" rpeENC(n)
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De el Teorema 8 y usando que ¢§3)(z, 1) =3 512" D pencm) [TV pl se sigue
que,
p_n +1 n+1 2
"2 2 Cat?

65 (2, 1))

Donde [¢§3) (z,1)],, se define como antes, pensando a gzﬁgg)(z, 1) como una serie
en z. Luego debido al Teorema 78 se tiene que,

200 (2,1)
14+ ¢®(z,1)

Notemos ademés que ¢ (z, 1) = > onsy 2"Catyy 209 (2,1) = > nsy nCat: 2",
de esto se tiene que,

Jn)-

([6® (2, D + [26 (2, )]0 — [

(3)
- 1)
b — 1— £2 2 _ 2477 (2,
(3)
2 1
:_n_1+ [2¢1 (27> ]n
Cat2 1+ ¢B)(z,1)
2 0 3
=-n—1+ Cat? [zalog(l + ¢ (2, 1)]n.
Por otro lado notemos que si f(z) = ), -, a,2" entonces 25 2 f(2) = > on>1 MR 2"
Lo anterior nos dice que [z f(2)], = n[f(2)]n. Usando esta observacién se
sigue que,
~ 2n
bn:—n—l—i-c 210g1+ZCat )]n-
b k>1

Para concluir vamos a usar un resultado sobre producto de Hadamard de
series el cual puede encontrarse en la seccién VI.10.2 de [2] que nos dice que
lim,, 00 %@%[109(2@0 Catiz®)], = (2) = Yoo Catizk y r es
su radio de convergencia.

Bastara entonces hallar el radio de convergencia de ©. Para esto basta
usar el Teorema de Cauchy-Hadamard que nos dice que el radio de conver-
gencia esta dado por,

r = lim = [lim =[lim —"~2_
Nn—00 Cat?z-l—l n—00 C&thrl n—oon + 1 (2:-:-12)

(n+1)(n+2) 2 = 1

o 20+ 1)(2n+2)° 167
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Finalmente de las propiedades de series formales se puede verificar que » 7 Cat? L,c =

@. De esto se sigue que,

T
1 ggplon( Call, = g
k>0
Por lo tanto,
b, T 3r—8
lim % = lim (—1—— [log(1 Cat?z -1 — .
Jim = lim (—1—C s log(L4)_ Catiz)la) = —ltg—o = o

k>1

Con lo anterior podemos dar una primer cota.

Teorema 80. Sea d, la distancia promedio en el diagrama de Hasse en

NC(n) x NC(n) definida por,

Z dH7Tp

n m,peNC(n
Entonces se cumple que,

d 37 —8
Ii — < .
ey m S8 —2rn

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 79 y usando la observacion
hecha al inicio de que dy (7, p) < b(mw, p) para todas, m,p € NC(n). O

Para la cota inferior se probara el siguiente resultado.
Teorema 81. Para cualquier n € N se cumple que,

n m,peNC(n

Demostracion. Para la prueba comencemos fijando p € NC(n), usando la
desigualdad triangular y el Teorema 63 se tiene que para m € NC(n),

dy(m, p) + duy(Kr(n),p) > dg(m, Kr(m)) =n — 1.
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Sumando sobre todas las particiones m € NC'(n) esto nos dice que,

Z dy(m, p) + Z dH Kr(m),p) > Cat,(n —1).

TeENC(n) TeNC(n

Del hecho de que el complemento de Kreweras, Kr, es de hecho una biyeccién
entonces ambas sumas son de hecho la misma, de donde,

-1
Z dy(m, p) > C’atnnT.
TeNC(n)
Sumando sobre todas la p se llega al resultado. O]
Esto nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 82. Sea d, definida como antes, entonces se cumple que,

Demostracion. La prueba se sigue del teorema anterior. O
Podemos finalmente enunciar el teorema central de esta seccién.

Teorema 83. Se define la cantidad promedio de componentes de los sistemas
medndricos, como,

~ 1
M, = a2 Z #M(m,p).

" m,peNC(n)

Entonces se cumplen los siguientes.

1. h’msupn_m% < %

2. liminf, o M2 > 1657 17,

Demostracion. Para la prueba basta usar que para m,p € NC(n) se tiene
que #M (7, p) =n —dy (7, p), luego,

M, =n—d,.
De donde M” =1— % aplicando los respectivos limites y usando los Teore-
mas (82) y (80) se tlene lo deseado. O
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4.5. Sistemas meandricos con tapa superior
e inferior via la convolucion aditiva boo-
leana

Recordemos que en la seccién 4.2 resolvimos el problema del niimero
promedio de componentes de los sistemas medndricos con tapa superior e
inferior a través de herramientas puramente combinatorias y ayudandonos
de los resultados relacionados con graficas desarrollados por Alexandru Nica
y Doron Puder e I.P. Goulden en [6]. Antes de cerrar el capitulo serfa bueno
abordar este mismo problema pero usando las mismas herramientas de pro-
babilidad libre, para ver si esto es consistente con lo que obtuvimos antes.
La diferencia crucial es que en este caso ambas particiones estdn en Int(n),
por lo que encontrar relaciones del estilo momentos-cumulantes libres serd
complicado. Sin embargo podemos hacer esto usando los cumulantes boolea-
nos pues recordemos que en ese caso la relacion es a través de las particiones
en intervalos. Lo que veremos en esta seccién es que podemos plantear este
problema exactamente igual que como se plantea en [6] inicamente sustitu-
yendo la convolucién aditiva libre por la convolucion aditiva booleana.
Vamos a proceder entonces exactamente igual que antes, para esto definimos
la siguiente serie de potencias,

¢ (2,t) = Zz" Z gmvel,

n>1 m,pEInt(n)

El objetivo es probar que esta es la M-transformada de alguna medida u; =
1 1a cual es la convolucién aditiva booleana t-veces de una medida p consigo
misma, para esto siguiendo las mismas ideas que antes podemos ver que,

> e S e Y

m,pElnt(n) 0elnt(n) ;€0 o, reNC(6;)
O’VTIIQi
La diferencia fundamental en este caso es que los bloques de 7V p son bloques
de una particiéon en intervalos, por lo que la suma que antes teniamos sobre
NC(n) ahora debe ser sobre Int(n). Esta es la razén por la que sustituimos

la convolucion libre con la booleana. Nuevamente usando que NC(6;) =
NC(]6;]) lo anterior nos dice que,

¢(4)(z,t):Zz" Z H(t Z 1).

n>1  @elnt(n)0:€0 o,reNC(|6;])
UVT:1|9H
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Esto tultimo es la relacion momentos-cumulantes booleanos, en otras palabras
si u es tal que sus cumulantes booleanos son,

by, = Z 1={o,7€ NC(m):0VT=1,},
O',TGNC;(T)’L)
oVT=1m,

para m € N, entonces lo que se tiene es que ¢ (z,t) es la M-transformada
asociada a la medida p; = p®. Dicho esto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 84. Sea ¢(4)(z,t) como antes, entonces se cumple que,

1
¢W(z,1)

Demostracion. Para la prueba vamos a hacer uso de la relacién que guarda
la M-transformada y la B-transformada definida como en el Capitulo 1. La
relacién (1.2.4) nos dice que si tenemos una variable a con M-transformada
y B-transformada, M, y B, respectivamente entonces,

057 (2,1) = o (2, 1)%(1 — ).

1

M,(z) = 1——Ba(z)

Por supuesto como la B-transformada se define a través de los cumulantes
booleanos entonces esta, al igual que en el caso libre, satisface,

Byt = tB,.

Usando esto y la relacién (1.2.4) tenemos que,

1
Mysr = ———.
“T1—1B,

Pero ya vimos antes que ¢ (z,t) es la M-transformada asociada a la medida
1? donde p es tal que sus cumulantes booleanos son,

by = {o, 7 € NC(m) : o V1 =1} = bn(u).

Si denotamos entonces por B(z) = »_, -, b,(p)2" tendremos que,

1
oW (1) = T—tB(2)
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Derivando con respecto a t y evaluando en t = 1 se tiene,

1
1— B(2)

B(z) = 6D (2 11—~ ),

g4)<z, 1) = ( ¢(4)(Z, 1)

]

Nuevamente estamos en condiciones de probar el teorema asintético para
la distancia promedio dy.

Teorema 85. Se define la distancia promedio para sistemas medndricos con
tapa superior e inferior como,

- 1

m,p€Int(n)

Entonces se cumple que,

Demostracion. En efecto, para n > 1 se tiene,

- 1
d":W Z b(, p)

m,pelnt(n)
1
=gt 2 Ll 1ol =207 vl
w,pelnt(n)

Del Teorema 8 tenemos que,

- n+1l n+1 2
dy, = 9 + 9 92n—2 Z |7V pl.
w,p€lnt(n)

Notemos que ¢§4)(2, 1) =351 2" D pernt(ny TV pl, asi se tiene que,

~

dy=n+1- [0 (2, 1))

22n72

Donde al igual que antes, | gl) (z,1)], denota el coeficiente asociado a z™ en
la expansién en serie de potencias en z. Por otro lado del Teorema 84 se tiene
que; [gbgl)(z, D]n = [0W(2,1)%(1 — m)]”’ ademés notemos que,

1 z
(4) _ no2n—2 __ — n __
o) = Y = Y ey = S

n>1 n>1
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para |z| < 1. De esto se tiene que,

1 z(bz —1) z z 1
G

Desarrollando lo anterior en serie de potencias nos da que,

O (1P = ) = 1 LG 4 = 2 (4))

oW (z,1)°(1 ~

n>1 n>1 n>0
1S wrd Y-
n>1 n>1
1 n
ES D DEAIEEEE 1™
n>1 k=1 n>1
2 WO (B
2)"n — — z
16 4
n>1
De esto ultimo es claro que,
1 1 1
(4) _ 144 201 _ n n
D], = ,1)7(1 n=—n4" — -4
Usando esto tenemos que,
- 2 .1 1.
2 .n 1
— 1 21~ =
ntl= o5l g
—n4+l— 42
2
n
=—+3
5 +

Dividiendo entre n y aplicando limite llegamos al resultado deseado.

d — .
(1 —42)? 1—42(1—42 1—42)

O

Al igual que antes podemos usar el resultado anterior para obtener un
resultado analogo para el nimero promedio de componentes de los sistemas

meandricos con tapa superior e inferior.

Teorema 86. Se define la cantidad promedio de componentes de los sistemas

medndricos con tapa superior e z'nfem'or como,

M, 22n2 Z #Mﬂ—p

m,pEInt(n)
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Entonces se cumple que,

Demostracion. Nuevamente la prueba se basa en el hecho de que b(m, p) =
dy(m,p) =n — #M(r, p) de donde,

~

>

M, n
lim — = lim [1 — —]
n—oo N n—o0 n
1
=1-=.
2

O

Lo cual es consistente con lo que habiamos obtenido en la seccion 4.2.

4.6. Comentarios y conclusiones

A manera de comentario general cabe rescatar que la relacién entre Pro-
babilidad No Conmutativa y sistemas medndricos es bastante estrecha, sobre
todo cuando se trata de problemas de conteo. Las conclusiones a las que
llegamos es que se tienen teoremas limites para el nimero promedio de com-
ponentes de los sistemas meandricos para muchos casos, para el caso general
es distinto pues unicamente se cuentan con cotas, sin embargo, como se men-
ciona en [6] se especula debido a simulaciones que dicho limite existe y es
aproximadamente 0,23. Como comentarios al respecto se realizaron progra-
mas en C't1 para darnos una idea de a donde convergen dichos limites, se
hicieron tanto programas para el caso en que ambas particiones estan en las
particiones a intervalos como para cuando ambas estdn en las que no se cru-
zan, debido al costo computacional y el orden del programa(probablemente
bastante elevado) no se pudo tener una idea clara pues solo se pudo correr
para tamanos de n bastante pequenos (aproximadamente de n = 16). Otras
de las dudas que se discutieron con el asesor es el hecho de poder extender
estas ideas al caso de particiones monotanas, esto queda como un pregunta
abierta si es que tiene sentido por supuesto. Se comenté ademas la posibili-
dad de extender estos resultados al caso cuando la particién superior tiene
a lo mas una concatenacion, es decir todas aquellas particiones tales que sus
bloques ’abracen’ a lo mas a particiones a intervalos, los intervalos son de
hecho las particiones con concatenaciones de grado siempre cero. Para esto
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la idea original fue usar el resultado de particiones que ya tenemos y tratar
de encontrar alguna recurrencia, sin embargo, ya no se desarrollé a mas esta
idea.

99



Bibliografia

1]

P. Di Francesco, O. Golinelli, E. Guitter. Meanders: A Direct Enume-
ration Approach , (1996), arXiv:hep-th/9607039.

Philippe Flajolet, Robert Sedgewick. Analytic combinatorics, Cambrid-
ge University press, 2009.

H. Tracy Hall, Meanders in a Cayley graph, (2006), ar-
Xiv:math/0606170.

S.K. Lando, A.K. Zvonkin. Meanders, Selecta Mathematica Sovietica
11 (1992), 117- 144.

Alexandru Nica, Free probability aspect of irreducible meandric sys-
tems, and some related observations about meanders, (2015), ar-
Xiv:1506.0134.

Alexandru Nica, Doron Puder, I.LP Goulden. Asymptotics for a Class
of Meandric Systems, via the Hasse Diagram of NC(n), (2017), ar-
Xiv:1708.05188.

Nica A; Speicher R. Lectures on the combinatorics of free probabi-
lity. London Mathematical Society Lecture Note Series 335, Cambridge
University Press, Cambridge, (2006).

100



