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Introduccion

En esta tesis estudiamos aspectos combinatorios de probabilidad no con-
mutativa con el fin de avanzar en el problema de encontrar una férmula entre
cumulantes clasicos y cumulantes mondétonos. Para hacer esto revisamos la
literatura relevante sobre el tema y presentamos dos nuevos teoremas en el
Capitulo 5. El Teorema 5.14 nos ofrece como corolario una propiedad recur-
siva de los coeficientes en la féormula cumulantes mondétonos a clasicos. El
Teorema 5.17 nos muestra una propiedad recursiva que cumple uno de los
polinomios asociados a los coeficientes en la formula cumulantes monétonos
a clasicos.

La probabilidad no conmutativa es un area reciente, con aplicaciones prin-
cipalmente en matrices aleatorias, teoria de graficas, teoria de representacio-
nes y probabilidad en general. Al considerar la esperanza como un funcional
lineal y tomar las variables aleatorias como elementos de un algebra, po-
demos extender nuestro entendimiento de algunos fenémenos aleatorios. En
esta tesis nos interesan principalmente las propiedades combinatorias de los
espacios de probabilidad no conmutativa, por lo que no se incluiran aplicacio-
nes importantes como son el Teorema del Limite Central Libre o la relacion
con los teoremas de Wigner y Marchenko-Pastur.

Existen varios tipos de cumulantes. Los cumulantes son polinomios en
términos de los momentos de variables aleatorias no conmutativas, que siguen
reglas especificas para su cdlculo de acuerdo al tipo de independencia a la que
estan asociados. En ocaciones nos sera mas sencillo estudiar los cumulantes
de una variable aleatoria no conmutativa, que los momentos en si.

En probabilidad libre también podemos estudiar fenémenos como son
la determinaciéon por momentos. Como es posible despejar los momentos
a partir de los cumulantes, si una variable aleatoria no conmutativa esta
determinada por sus momentos, entonces también estd determinada por sus
cumulantes.

El polinomio de Tutte es una herramienta general que se descubrié en
un principio para graficas. Sus aplicaciones pueden ser muy variadas, ya
que generalizan toda una familia de funciones sobre las graficas, funciones



conocidas como invariantes cromaticos.

Posteriormente se descubrié que se puede definir el polinomio de Tutte
para una estructura aun mas rica, las matroides. Las matroides generalizan
algunas de las propiedades de espacios vectoriales de dimension finita, asi
como la estructura de graficas a partir de sus arboles generadores.

Utilizaremos propiedades del polinomio de Tutte en algunas de nuestras
férmulas para relaciones entre cumulantes.

En el capitulo 1 definiremos lo que es un espacio de probabilidad no
conmutativa, algunas definiciones basicas y las nociones de independencia en
dichos espacios.

En el capitulo 2 vamos a definir los cumulantes clasicos, booleanos, libres
y monotonos. Para poder definirlos, estudiaremos aspectos de combinato-
ria utilizados en probabilidad no conmutativa. Definiremos la estructura de
conjuntos parcialpente ordenados y su algebra de incidencia, incluyendo las
particiones. Elaboraremos en algunas funciones generadoras, las cuales nos
serviran como herramienta en capitulos posteriores. Para finalizar el capitu-
lo definiremos los cumulantes, veremos como se relacionan los cumulantes
con sus respectivos tipos de independencia y sus propiedades como series
asociadas a funciones generadoras. Nos es de particular interés la estructura
combinatoria de los cumulantes.

En el capitulo 3 nos interesa definir el polinomio de Tutte. Para definirlo
primero estudiaremos una de sus evaluaciones mas conocidas, el polinomio
cromatico. Definiremos las matroides para poder definir el polinomio de Tutte
en matroides. Finalmente veremos un resultado que es 1til a la hora de probar
que una funcién del conjunto de graficas a un campo es la evaluacion del
polinomio de tutte.

En el capitulo 4 estudiaremos algunas de las formulas entre cumulantes
que ya se conocen, para darnos una idea de las herramientas que podrian ser
lutiles para nuestro problema de interés.

En el capitulo 5 se muestran los avances que se tenian en el calculo de la
férmula entre cumulantes clésicos y monétonos.

En la Seccién 2 del Capitulo 5 se presentan nuevos resultados en la formu-
la entre cumulantes cldsicos y mondtonos. Se definen dos nuevos posibles
polinomios para asociar a particiones, con la espectativa de que cumplan
propiedades de recurrencia con las operaciones de contracciéon y borrado. Se
presentan dos nuevos teoremas obtenidos a partir de tales definiciones.



Capitulo 1

Introducciéon a Probabilidad no
Conmutativa

En este capitulo introduciremos el marco teorico basico de la tesis que
es el de un espacio de probabilidad no conmutativo. La idea general es rem-
plazar el algebra conmutativa de variables aleatorias por una algebra més
general y la esperanza por cualquier funcional lineal positiva. Esto permitira
asociar distribuciones a los elementos de un algebra y hacer probabilidad.
Vamos a introducir las definiciones de distribuciéon, momentos, cumulantes
y medida asociada para variables aleatorias en espacios de probabilidad no
conmutativos. Se veran ejemplos basicos para las definiciones presentadas.

Este capitulo estd basado en las definiciones y ejemplos presentados en el
primer capitulo de [1].

1.1. Espacios de probabilidad no conmutati-
va

Comenzaremos por definir los espacios en los que se desea trabajar: espa-
cios de probabilidad no conmutativos.

Definicién 1.1. Un espacio de probabilidad no conmutativo (o un EPNC)
es un par (A, ¢) de modo que A es un dlgebra unitaria sobre C y ¢ es una
funcién lineal de A a C y tal que ¢(14) = 1.

e Si ademas se cumple ¢(ab) = ¢(ba) para todo par a, b entonces decimos
que el espacio es tracial.

e Si A es un algebra sobre C con un operador * antilineal de A en A que
cumple (a*)* = a y (ab)* = b*a* (esto es, una *-algebra) y se cumple
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¢(aa*) > 0 (decimos que el funcional es positivo) para todo a, entonces
(A, @) es llamado *-espacio de probabilidad.

e [.os elementos a € A son llamados variables aleatorias no conmutativas

en A.

e Si aa® = a*a decimos que a es normal. Y si a = a* decimos que es
autoadjunto.

La idea es que la informacion que antes obteniamos a través de la medida
de probabibilidad P en la terna (2, F,P), de un espacio de probabildiad
clasico ahora es obtenida a través de la funcional lineal ¢. Para ésto definimos
los momentos de una variable aleatoria a € A.

Definicién 1.2. Dado un x-espacio de probabilidad y una variable aleatoria
x € A. Definimos los *-momentos de nuestra variable aleatoria no conmuta-
tiva como el conjunto

{p(a™ - 2")n € N, a; € {1,+}}.

Cuando x es normal y bajo restricciones natruales para el algebra A (ser
un algebra de operadores) se puede asociar una medida de probabibilidad
Unica p,. De modo que

oa" (z")™) = / 5, (d2).

Cuando dicha medida existe y es tunica, se le conoce como la *-distribucién
analitica de x.

Cuando z es autoadjunto, calcular sus momentos se reduce a calcular
¢(x*) para cada k € N.

Como ejemplo natural consideremos en probabilidad clasica al conjunto
de variables aleatorias, que son funciones medibles entre un espacio y los
reales. La esperanza de una variable aleatorita X, se define como

B(X) = [ an(da),

siempre que el primer momento absoluto [ |z|d(u(x)) sea finito. La esperanza
es un funcional lineal positivo y por lo tanto podriamos enmarcar al conjunto
de variables aleatorias dentro de la Definiciéon 1.1. Sin embargo tenemos dos
problemas. Primero, la integral [ |z|u(dz)) puede divergir y segundo, cuando
queremos asociar una medida a X a través de sus momentos,

M, (X) == B(X") = / " u(dr),
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tenemos que asegurar que estos caracterizan a nuestra variable aleatoria. En
el caso general esto no pasa, es posible que dos variables aleatorias distintas
tengan los mismos momentos.

Sin embargo, en el caso de variables aleatorias con soporte compacto, es
cierto que los momentos existen y determinan a una varible aleatoria.

Ejemplo 1.3. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad en el sentido clasico.
Esto es ) es un conjunto, F es una o-algebra sobre €2 y P es una medida
P:F — [0,1] con P(Q) = 1. Sea A = L>®(Q,P), esto es, el conjunto de
variables aleatorias en (2, F,P) con soporte compacto. Esto quiere decir que
las variables aleatorias que consideramos tienen todos sus momentos finitos.
De este modo, para a € A tomamos

¢(a) :=E(a) = /Qa(w)dP(w).

Como las integrales abren sumas de funciones, sacan escalares en C y
J 1dP(w) = 1, entonces (L*°(2,P), E) es un espacio de probabilidad no con-
mutativo.

Un lector probabilista podria agumentar que tomar a L*°(2,P) podria
ser muy restringido pues la distribucién normal esténdar N(0,1) dada por la
densidad

no se encuentra en nuestro espacio y es una distribucién fundamental pues
aparece en el Teorema de Limite Central.

Para solucionar este problema se pueden considerar algebras més grandes,
como L>~ (€, P), que son las variables aleatorias con todos sus momentos fi-
nitos. Sin embargo, algo que no estudiaremos en esta tesis son las variables
aleatorias que no tienen todos sus momentos finitos.

Vamos a definir una estructura general que nos permitira definir y traba-
jar EPNC’s de manera mas unificada.

Ejemplo 1.4. Consideremos como A a B(H) el conjunto de operadores
lineales acotados de H. Esto es una -dlgebra donde, para a € B(H), a* esta
determinado por la relacion:

(a(C),v) = ((,a*(v)),V¢,v € H.

Si fijamos v € H con ||v|| = 1, obtenemos nuestro funcional lineal ¢(a) :=
(av,v). La linealidad de ¢ se obtiene de la lineaidad del producto interno. Se
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cumple (14(v),v) = (v,v) = 1. Y como ¢(aa*) = (aa*(v),v) = (a*(v),a*(v))
tenemos que ¢ es positivo y por lo tanto nuestro ejemplo es un *-espacio de
probabilidad.

Ejemplo 1.5. Sea (A, ¢) nuestro espacio de probabilidad como en el Ejemplo
1.4, con nuestro espacio de Hilbert de dimensién numerable y base ortogonal
{...;e_1,€0,e1...}. Tomamos ¢(a) = (a(ep), €o). Sea u el operador lineal tal que
u(ex) = egy1 para todo k € Z. De modo que u*(egy1) = eg. La distribucién
de u es tal que, dados xq, ..., x, € {1,*}

1, si hay tantos 1’s como *’s,

P(u..u) = {

0, sino.

En particular,
¢(Uk) = 5k,0~

Sea a = u + u*. Como a* = a, la distribucién de a sélo depende de ¢(a"),
que esta dada por

" “n 0, si n=2m-1 para alguin m € N
¢(a)=¢((U+U))={ 5

(2’"), si n=2m para algin m € N.

m

Vamos a probar que

—92 7T\/4 — .1’2

Como - \/% es impar para n impar, entonces es cierto que la integral es 0
en dicho caso y por lo tanto coincide con ¢(a™).

Para n par utilizaremos un cambio de variable e integraremos por partes.
Tomemos ¢ = § por lo que dx = 2dt asi que

T 22mt2m 1
/ / 2dt = 2°™ / ——dt
_o V4 — 1:2 1271 — t2 V1 —t2

Luego tomamos t = sen(f#) por lo que dt = cos(0)d0.

1 2m 5 2m 2m 5

t 2 sen(0) 2 2

PR R a—; 22m/ ————cos(0)df = — sen(0)*™d0.
V1 —¢2 e mcos(0) (9) T | = (0)

Notemos que, si tomamos du = sen(x) y v = sen(x)?*™~! entonces

jus

/2 sen(0)*™df = [—cos(x)sen(x)zm_lﬁg—(2m—1) /2 —cos(0)sen(0)*™ 2cos(0)db

Jus Jus
2 2

6



/_2 sen(0)*"d = (2m — 1) / " (1= sen(60)?)sen(6)2do).

s _r
2 2

Por lo que

Wl

om—1 [2 2m(2m — 1
m 36ﬂ(0)2m_2d9 = —m( m )
22m,

/ sen(0)*™d = /2 sen(0)*™2d0.

™ 2m
2

3 2 3
/ sen(9)2d9 = m/ 1df = T,

us
2

NE]
NE]

Como

WP

podemos probar inductivamente que

Wl

2m
/ sen(0)*™d = (2’;71) .

(VB

Concluimos

2 x2m B 2m B om
/_Q—W 4_x2dcc—<m)—q§(a )
1

Por lo que p,(x) = =

Definicién 1.6. Un morfismo ® entre los *-espacios de probabilidad (Aj, ¢1)
v (Asg, ¢2) es un morfismo unitario de algebras entre A4; y A; que ademads
cumple ¢9 0 & = ¢

Definicién 1.7. Dado un x-espacio de probabilidad (A, ¢), definimos una
representacion de nuestro espacio como un morfismo de nuestro espacio a uno
como en la Definicién 1.4. Esto quiere decir, una representacion de (A, ¢) es

una terna (H, ®,r) con H espacio de hilbert, v unitario y ® un morfismo de
EPNCs entre A y B(H). Por lo que ¢(a) = (®(a)v, v)

Tipicamente cuando pensamos en variables aleatorias no conmutativas
pensamos en operadores lineales acotados sobre un espacio de Hilbert, la
razon de ésto es que la mayoria de los casos aceptan una representacion.

Ejemplo 1.8. Sea A = M™"(C). Consideremos ¢(M) = M; ;. Como la
linealidad de A se extiende a sus entradas, tenemos que ¢ es lineal, se cumple
también ¢(Id) = 1. Por lo tanto (A, ¢) es un EPNC. Ademads hay un operador
x estandar en A, y se cumple

G(MM*) =" M ;M ; >0,

=1
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por lo que ¢ es positiva y entonces (A, ¢) es un x-espacio de probabilidad.

Como C" ya es un espacio de Hilbert y M™"™(C) = B(C) tenemos que
una representacion de (A, ¢) se obtiene tomando a ¢ como la identidad y a
v = ey. Se cumple que ¢(M) = My 1 = (Mey, e).

Un ejemplo importante que conecta la probabilidad clasica con teoria de
operadores es el de matrices aleatorias. Es posible y factible utilizar herra-
mientas puramente probabilistas para estudiar estas matrices pero el marco
de probabilidad no conmutativa brinda otra perspectiva pues al menos a gran
escala las matrices aleatorias tienen un fenémeno de concentracién y por lo
tanto tienen propiedades muy similares a operadores de dimensién infinita.

Ejemplo 1.9. Podemos considerar como nuestra algebra las matrices M, ., (C)
y como nuestro operador ¢ a la traza normalizada %Tr. Es lineal pues la tra-
za es lineal y ¢(14) = 1 por la normalizacién. Por lo que tenemos un EPNC.
Tomando al opredor * como M* = (M) tenemos que

Por lo que tenemos un *-espacio de pprobabilidad.

Tomemos a H = C* ® C". Notemos que B(H) = M (C) @ M™*"™(C).
Tomemos a ¢ como &(M) = Id, ® M.

Como ®(Id,) = Id, ® Id, = Idyxn ¥y

H(MiMy) = Id, @ MiMy = (Id, @ My)(Id, @ M) = ®(M;)P(Ms)

tenemos que ® es un morfismo de EPNC’s.
Sea (e; ® ei)iﬁje[n} una base ortogonal de H. Vamos a tomar a v :=
\/iﬁ > i1 € ®ej. Se tiene |[v|| = 1. Luego

((Id, @ M)(v),v) = { \/_Z Id® M)(e; ® e;), Zez@)@)

n n

LSS M @)Y e we)
n]lkl i=1
1 n

:; M,J,

por lo que 7r(M ((Id, ® M)v,v). Obtenemos que (H,®,v) es una

) =
representacion de (A, ¢).



Observemos por tltimo que si X € M,,»,(C), con X autoadjunto y con
eigenvalores A1, Ay, ..., \,. Los eigenvalores de X* serdn \¥ .., \¥ y por lo
tanto

1
k
BXH) =

Podemos tomar la medida de probabilidad px = (), + ... + dy,) en los
complejos que cumple p({\;}) = 1/n para cada i y u(C\ {A,...,\n}) = 0.
Se satisface la relacién

H(XF) = l(/\]f +o A = /:Ekd,u
n C
Ejemplo 1.10. Podemos tomar el producto tensorial de nuestro ejemplo
(M™(C), 1) y nuestro ejemplo de variables aleatorias L>(€2, E). De modo
que obtenemos el EPNC cuya dlgebra es isomorfa a M™"(L>*(£2,P) y cuyo
funcional lineal es E(%tr). Es decir, nuestra dlgebra son las matrices con
variables aleatorias de soporte compacto como entradas y nuestro funcional
es la esperanza de la traza normalizada. Esto es un EPNC pues la linealidad se
extiende en productos tensoriales y el funcional sigue siendo 1 en la identidad.

(N4

Ejemplo 1.11. Sea G un grupo y C(G) su algebra de grupo. Este objeto
es un espacio vectorial cuyos generadores son los elementos de G y cada
elemento a € C(G) puede escribirse de manera tinica como

a= g Cg9
geG

con cada ¢, € Cy de modo que ¢, # 0 sélo para una cantidad finita de g’s.
Para calcular el producto en C(G) se extiende el producto regular en G,

de modo que
(Z ng)(Z bph) = Z( Z Cgbn)T

gelG heG reG g,heG,gh=r
Ya que tenemos nuestra algebra vamos a definir nuestro funcional lineal
6> cog) = ce
geG

En el caso en que g € G es de orden k en G. Observemos que ¢(g™) =0
siempre que k no divida a m y ¢(¢g™) = 1 siempre que m sea divisible entre
k. Se puede verificar que

o) = [ i

donde p es la medida que asigna peso 1/k a cada raiz compleja de la ecuacion
¥ =1y 0 al resto de C. Estos es j = %Zzzg_l 66%
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1.2. Nociones de independencia

En el estudio clasico de probabilidad existe una nocién llamada indepen-
dencia. La independencia suele escribirse en términos de probabilidades de
eventos. En el marco de probabilidad no conmutativa conocemos a la inde-
pendencia en el sentido probabilista como nocién de independencia clasica o
tensorial.

En este marco preferimos estudiar las propiedades de la esperanza como
funcional lineal. Se sabe que si tenemos una familia de variables aleatorias
independientes en el sentido clésico (x1, ...., x,) entonces

E(z}*...xlm) = E(z).. E(zhm),

m m

donde m es un entero positivo y cada exponente es un niimero natural.
Podemos abstraer esta propiedad de E para nuestros EPNCs.

Definicién 1.12 (Independencia cldsica). Si tenemos un Espacio de Proba-
bilidad no Conmutativa (A, ¢), decimos que (Ay)aea subdlgebras de A son
independientes en el sentido tensorial o clésico si conmutan entre si y:

o(ay...am) = ¢(ar)...0(am),
Cuando cada a; pertenece en una distinta algebra A,.

Ejemplo 1.13. Tomemos como nuestro EPNC al dlgebra de grupo del Ejem-
plo 1.11. Sea G = G; x Gy, sea a = (x,e3) y b = (ey,y), donde e; y e5 son
las respectivas identidades en G; y G5. Nos interesa estudiar los momentos
mixtos de a y b. Como a y b conmutan en relaidad sélo nos hace falta estu-
diar ¢(a™b™) para m,n naturales. Pero como a™b™ = (z™,y™) tenemos que
¢(a™, b™) = ¢(a™)p(b™). Por lo que (a,1) y (b, 1) son independientes en el
sentido clésico o tensorial.

Ahora que trabajamos en espacios de probabilidad no conmutativa, la
nocion de independencia clasica se encuentra en términos de ¢. Podemos
preguntarnos entonces qué otras relaciones entre los momentos de nuestras
algebras nos ofrecen una estructura similar a la independencia clasica.

Definicién 1.14 (Independencia libre). Dado un espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ¢). Decimos que (Ay)aea subdlgebras de A son indepen-
dientes en el sentido libre si se cumple

¢lar---am) =0,

para toda elecién de m € N, toda funcién o : [m] — A que cumpla o (i) #
o(i+4 1) para todo i < my a; € Ay tales que ¢(a;) = 0 para cada j € [m].
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Ejemplo 1.15. Consiremos de nuevo como nuestro EPNC al dlgebra de
grupo del Ejemplo 1.11. Sea G = G *x G5 el producto libre de dos grupos,
entonces veamos que G y G (tomados con la inclusién) son independientes
libres. Para esto consideremos ay, ...., a,, como en la Definicién 1.14. Como
¢(a;) = 0 para cada a;, entonces cada elemento tiene coeficiente 0 en su
respectiva identidad. Como los elementos deben alternar algebra, y el pro-
ducto de elementos de distinta algebra son irreducibles, tenemos que ay - - - a,
es suma de productos distintos de la identidad e irreducibles. Por lo tanto
¢(ay -+ a,) =0, que es lo que queriamos demostrar.

Definicién 1.16 (Independencia booleana). Dado un espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ¢). Decimos que (Ay)xea subalgebras de A son
independientes en el sentido booleano si se cumple

Plar -+~ am) = dlar)dlaz - - - an),

para toda elecion de m € N, a; € A, y toda funciéon o : [m] — A que
cumpla (i) # o(i + 1) para todo ¢ < m .

Notemos que esta nocion de independencia es equivalente a pedir que se
cumpla

(X1 X)) = o(X1) -~ 6(Xn),

con las mismas hipétseis sobre los X;s.

Ejemplo 1.17. Sea A := M™"*(C) ® M™™(C) = B(C" @ C™). Consi-
deremos una base ortogonal eq,...,e, de C" y é4,...,¢é,, de C™. Tomemos
$(A) == (Ale1 ® é1), €1 ® €1)).

Si identificamos a M™™(C) @ M™ ™ con Mmxmn (es decir, viendo a A
como una matriz de nm x mn), tendriamos ¢(A) = A}, justo como en el
Ejemplo 1.8.

Consideremos la proyeccion P; de C* a C" que cumple Pie; = ey y
Pie; = 0 para j # 1. Andlogamente tomamos a P, en C™*™. Sea A; el
espacio de matrices de la forma P, ® M y A, las de la forma N ® P,. Vamos
a probar que A; y As son independientes en el sentido Booleano.

Notemos primero que ¢(Py@M) = M; 1y ¢(N®P,) = Ny ;. Consideremos
X = X1 X5....X, un producto alternado de elementos de A; y A,. Notemos
que (P, ® M)(N ® P,) = (PLN) ® (M P,). Dependiendo la forma en la que
alternamos algebras, los productos en X se alternan de distinta forma, por
ejemplo X puede verse como (P M P;---)® (NiPy--+) con una cantidad
finita e igual de elementos en ambos lados del producto tensorial. La primera
entrada de X es el producto de la primera entrada de ambos elementos en
el producto tensorial. La primera entrada de cada elemento en el producto

11



tensorial es el producto de las primeras entradas de My, My, ... y Ny, No, ...
respectivamente. Esto nos dice que

¢(X1X2~-Xr) = ¢(X1> T d)(Xr)‘

Independientemente de como se alternen las dlgebras A; y Ajs en el producto
podemos calcular ¢(X) de forma similar, por lo que A; y Ay son indepen-
dientes en el sentido booleano.

La siguiente nocion de independencia no es simétrica, es decir, si A; es
independiente de A, en el sentido mondtono, no significa que A, es indepen-
diente de A; en el sentido mondtono.

Definicién 1.18 (Independencia Mondtona). Dado un espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ¢). Decimos que A; es independientes de As en el
sentido Mondétono si se cumple que

¢(ay -+ agm) = ¢(ay - agm-1)9(as) - - - ¢(agm)

para toda elecion de m € N y a;s alternando algebras. También se debe
cumplir

¢(al e 'a2m—1) = ¢(al T a2m—1)¢(a2) e ¢(Cl2m—2)

para toda elecién de m € N y q;s alternando algebras.

Ejemplo 1.19. Sea A = M™"(C) @ M™™(C) y v = 31", €1 ® ey En-
tonces definimos ¢ como:

B(A) == (Aw),v) = (A _e1®¢;), > e1®e¢;).
=1 j=1

Si identificamos a M"™*"(C) @ M™ ™ (C) con Mmxmn(C) utilizando dos
bases canénicas ortogonales (es decir, viendo a A como una matriz de nm X
mn), tendrfamos ¢(A) = L(Ap) + ATT + ...+ ATY™).

Consideremos la proyeccion P, de C" a C" que cumple Pie; = e y
Pie; = 0 para j # 1. Sea A; el dlgebra de matrices de la forma P, @ M y A,
las de la forma N ® Id. Vamos a probar que A; es independiente de A5 en
el sentido mondtono.

Notemos primero que

A
HA®B) = —2(Buii+ -+ Bum),
por lo que ¢(PL@ M) = L (M1 + ...+ M) v (N @ Id) = Ny 1. De hecho,

observemos que estamos tomando una representacién del Ejemplo 1.9 y del
Ejemplo 1.8.
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Consideremos X = X;X5....X5, un producto alternado de elementos de
A; vy Ay como en la Definicién 1.18. Notemos que (P, ® M)(N ® Id) =
(PLN) ® (M). Por lo que podemos ver que X es, por ejemplo, de la forma
PyN1P,--- PN, ® MMy --- M,. Asi

H(X) = (PN~ PN )110(Id @ (M - - - M,.))
- ¢(X1X3 e XQT—I)qb(X?) e ¢(X27'>7

lo mismo sucede cuando hay cantidad impar de productos y cuando alterna-
mos las algebras comenzando con Ay, con lo que concluimos el ejemplo.
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Capitulo 2

Cumulantes

En este capitulo estudiaremos los preliminares de combinatoria necesarios
para utilizar una de las varias definiciones de los cumulantes.

Cuando factorizamos los momentos mixtos, aparecen algunas estructuras
de manera recurrente. El lenguaje de conjuntos parcialmente ordenados nos
permitird hablar de esta estructura de manera mas precisa.

Definiremos un orden parcial en el conjunto de particiones de un conjunto
finito fijo. Con ésto tendremos las herramientas necesarias para trabajar la
combinatoria de los cumulantes, lo que es de nuestro interés en este trabajo,
pues nos interesa estudiar la relacién entre los distintos tipos de cumulantes.
En particular, nos interesara la relacion entre cumulantes clasicos y monéto-
nos.

Las primeras tres secciones sobre combinatoria de este capitulo estan
basados en las definiciones y ejemplos de [2]. Las definiciones y ejemplos de
la Seccién 2.4, dedicada puramente a cumulantes, estan basados en [1].

2.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Para nuestro estudio de espacios de probabilidad no conmutativos utiliza-
remos principalmente herramientas de combinatoria, por lo que dedicaremos
este capitulo a desarrollar las herramientas béasicas que utilizaremos. Vamos
a definir la estructura de conjuntos parcialmente ordenados, definiremos el
algebra de incidencia de un conjunto parcialmente ordenado y algunas fun-
ciones especiales que se utilizan comunmente, las funciones u, ( y 9.

Definicién 2.1. Un conjunto parcialmente ordenado (también llamado CO-
PO) es un par (C,>¢) con C un conjunto y >¢ una relacién entre algunos
de los elementos de C, que cumple las siguientes propiedades
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Sitenemos x >¢ y vy y >¢ z entonces se cumple x >¢ z. Esta propiedad
es conocida como transitividad.

Si tenemos © >¢ ¥y v y >¢ « entonces se cumple z = y.

Se tiene x >¢ x para todo z € C'. Esta propiedad es conocida como
reflexividad.

Si se tiene que x >¢ y pero no se tiene y >¢ x, entonces escribimos
x >¢ y. Si se cumple x >¢ y entonces también usamos la notacién y <q x
para referirnos a x >¢ y, asi como y <¢ x para referirnos a = >¢ y.

Escribiremos solamente el signo >, en lugar del signo >¢, en algunas
ocasiones en las que el contexto lo permita.

Definicién 2.2. Sea (C,>¢) un COPO. Tenemos:

Si para todo par x,y € C se cumple que = > y o y > x entonces
decimos que C' es un conjunto totalmente ordenado.

Dados z,y € C fijos. Si se cumple = > y pero no existe un z € C' tal
que x > z > y entonces diremos que z cubre a y.

Si existe un x € C' tal que y > x para todo y € C', denotamos a x por
Oc. De existir dicho elemento es tnico, pues © >¢ vy v y >¢ = implica
r=y.

Si existe un x € C' tal que x > y para todo y € C, denotamos a x por
1¢. De existir dicho elemento es tnico, pues * >¢ y v y >¢  implica
T =y.

Dados z,y € C con x < y. Definimos el intervalo entre x y y como
[z,y] == {2z € Clz < z < y}. Al conjunto de intervalos en C' lo denota-
mos por Int(C).

Si C' cumple que para todos z,y € C fijos, el conjunto [z,y] es finito,
decimos que el COPO es localmente finito.

Si tenemos un conjunto de elementos {z1,...,x,} C C tales que x; <
Ty < ... < x,, entonces llamamos a dicho conjunto una cadena.

Una cadena {z1, ..., x,} C C es maximal si no existe z € C'\{z1, ..., 2, }
tal que {x1, ..., z,, 2z} forme una cadena.

Los ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados abundan en la litera-

tura.

Los siguientes son algunos de ellos:
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Ejemplo 2.3.

1. El par (R, >) es un conjunto totalmente ordenado pero no es localmente
finito. Los intervalos en la definicién de COPO de R coinciden con la
definicién usual de intervalos cerrados en R.

2. Sea A un conjunto, podemos tomar una familia F de subconjuntos de
A como C'y como >, a C.

3. Sea n un numero natural. Tomemos como C' al conjunto de divisores
de n y como <¢ a la relacién de alb si a divide a b. A este COPO lo
denotamos como D,,. D,, no siempre es totalmente ordenado. También
podemos considerar a todo el conjunto N con dicha relacién, por lo que
obtenemos un COPO localmente finito pero con infinitos elementos. En
este caso 0 = 1.

4. Consideremos como C' a R? y la relacién (a,b) >¢ (z,y) sia > x y
b>uy.

5. Si tomamos C' = [n] = {1,2,...,n} y la relacién > de R, llamamos a
dicho COPO C),,. C}, es conocido como la cadena de longitud n.

Para COPOs finitos y con suficiente estructura, podemos definir una no-
cién de rango.

Definicién 2.4. Dado un COPO finito (C, >¢) decimos que C' es graduado
si todas las cadenas maximales en C' tienen la misma cardinalidad.

Definiciéon 2.5. Si tenemos C' un COPO graduado, definimos la funcién de
rango p : C' — N recursivamente. p(s) := 0 si s € C' es minimal y para
t,r € C p(t)=p(r)+1sitcubrear.

Tenemos que C,, es graduado con p(m) = m—1 param € C,,. También D,
es graduado, si m € D, y factorizamos a m en factores primos m = pi* - - - pi*
entonces p(m) = aq + ... + ag.

Definicién 2.6. Sea (C, >¢) un COPO finito. La grafica G con conjunto de
vértices C'y aristas E = {{z,y} C V|z cubre a y} se conoce como diagrama
de Hasse.

Tipicamente, en una realizacién geométrica de G, si x cubre a y éste se
dibuja mas arriba.

Ejemplo 2.7. Consideremos el COPO D;,. Su diagrama de Hasse es
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Definicién 2.8. Un isomorfismo entre dos copos (P,>1) y (P, >5) es una
funcién f : P, — P tal que f es biyectiva y se cumple que x >7 y si y sélo
si f(z) >2 f(y). Decimos que f es un antiisomorfismo si en lugar de eso se
cumple que z > y si y sblo si f(x) <o f(y).

Por ejemplo, D,n-1 es isomorfo a C;, para todo p primo, con el isomorfismo
f*) =k+1.

Definicién 2.9. El producto directo de los COPOs (Py, >1) y (P2, >3) es el
COPO (P, x Py, >3) tal que (z,y) >3 (z,v) siysblosix >y zy y >2 0.

Ejemplo 2.10. Si tomamos P; y P, con los siguientes diagramas de Hasse:

B C z
\/' '
A X

Entonces el diagrama de Hasse de P; X P; es

(B,x)  (C2)

Definicién 2.11. Definimos al COPO (@),, recursivamente. Comenzamos con
@, ;= Cy y paran > 1 tomamos Q11 := Q1 X Qp.

Ahora veremos una propiedad general de los COPOs finitos, que utiliza-
remos a la hora de introducirles una estructura algebraica.

Teorema 2.12. Si tenemos un COPO Py = (P, >,) finito, podemos construir
un COPO T = (P, >;) totalmente ordenado y de modo que x > y implica
r 2ty
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Demostracion. Vamos construir COPOs inductivamente hasta obtener a T
Si P, = (P,>;) no es totalmente ordenado, construimos inductivamente la
cadena mas larga {zy,...,z;} tal que z; >; ... >; z; y tal que para todo
y € P\ {z1,...,x;} se cumple y >; x;.

Supongamos que P; no es totalmente ordenado. Tomemos un x4 €
P\{z1,...,z;} que no cumpla x;, > y para ninginy € B\ {z1,...,x;, 41},
dicho elemento existe pues si comenzamos con un y; € P\ {z1,...,x;} arbi-
trario y tomamos inductivamente y, 1 € P\ {z1,...., x,} con y, > y,1, como
P es un conjunto finito, obtendremos a nuestro x;;; como el dltimo y, de
nuestra sucesion.

Construimos P;;; considerando a la relaciéon >; y agregando la relacién
y >;y1 x; para todo y € P, \ {z1,...,xj_1,2,} .

La transitividad se respetaba en >; y los casos en los que debemos ve-
rificar que se cumple la transitividad para >;,; son los que involucran a
desigualdades que acabamos de agregar. Es decir, veamos que si y >;11 x;
y x; >;41 2 entonces z € {1,...,xj41}, por lo que y > 2. Siy >49 2y
2 >; xj41 se cumple y > x4, por lo que >;4; es transitiva. La reflexividad
se mantiene desde >y. Ahora, como en P; no existen parejas x,y € P con
x>y, y > xy x #y, de existir una pareja asi en P;,; debimos haberla
creado cuando agregamos relaciones. Si 2z # 41 y 2 >i41 %1, entonces se
tiene que z € P\ {z1,...,z;41}, por lo que no es posible x;11 >4 2, pues no
se tenfa ;41 >; z y no agregamos dicha relacién. Otenemos que F;;; es en
efecto un COPO.

De este modo podemos obtener una cadena de elementos cada vez mas
grande y de modo que todos los elementos en la cadena son menores a cual-
quier elemento fuera de ella.

Existe mas de una manera de elegir al elemento que hara crecer nues-
tra cadena, por lo que éste procedimiento no nos genera una construccion
Unica para extender nuestro COPO a un orden total. Una vez realizado el
procedimiento a lo mas |P| veces, obtenemos nuestro COPO T O]

El resultado anterior lo utilizaremos posteriormente. Ahora que tenemos
suficientes ejemplos de COPOs, comenzaremos a utilizar su estructura para
definir una estructura algebraica, hacer calculos y enumerar objetos.

Definicién 2.13. Dado un COPO localmente finito (C,>), podemos asig-
narle el dlgebra de incidencia I(C,>¢), esta se define como el conjunto de
funciones f : Int(C') — C. A este conjunto de funciones podemos darle una
estructura de algebra sobre C definiendo las operaciones de suma, producto
escalar y producto:

e Dados f,g € I(C, >¢), definimos (f + g)(z,y) = f(x.) + g(z,y).

18



e Dadoce Cy f e I(C,>¢), definimos (¢f)(x,y) := c(f(x,y)).

e Dados f,g € I(C, >c), definimos (% g)(x,y) == Y, .o, f(@, 2)g(2,y).
Esta operacion es conocida como convolucion.

Ya que dado un COPO finito C' podemos extender la relaciéon > hasta
obtener un orden total, podemos etiquetar los elementos de un COPO finito
o de un intervalo en un COPO localmente finito como {zy, ..., x,}, de modo
que x; >¢ x; implica ¢ > j.

Dado un COPO finito C, una extensiéon 7' = {xy, ..., z,} a orden total de
C' y un elemento f € I(C,m >¢). Podemos escribir a f en representacién
matricial My, escribiendo los elementos de C' ordenados de acuerdo al orden
total de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo en las filas y columnas
respectivamente. Utilizamos como entradas (My); ; := f(z;, ;) si z; <¢ z;
y (My);; := 0 si no se cumple z; <¢ z;.

Es claro que si My y M, son las matrices asociadas a f,g € I(C,>¢),
entonces My, = My + M,. También es claro que M. = cM; para todos
ceCy fellC>¢).

Proposicién 2.14. Dados f,g € I(P,>), se cumple
My, = MM,
Demostracion. Notemos que para i, j € [n] se tiene (My); m(Mgy)m ; 7 0 para
los m € [n] tales que z; < z,, < x;. Si no tenemos x; < xj, se cumple
(MyMy)i; = 0.
Si tenemos z; < x;, se cumple

(MyMg)is = > (@i 2m)g(@m, 25) = (Myug)i s

i <Tm <Tj

]

Notemos que dados f,g,h € I(C,>), entonces f * (g * h) estd asociado a
la matriz Mp(MyM,;,) = (MyM,) M), que a su vez esta asociado al producto
(f % g) * h, por lo que la operacién convolucién es asociativa. También se
cumple (f + cg)(z,y) = f(z,y) + c(g9(x,y)) por lo que concluimos que el
algebra de incidencia de un COPO es en efecto un algebra sobre C.

Definicién 2.15. Dado un COPO podemos considerar las funciones (,§ €
I(C, >) definidas como

((x,y) := 1, para todo x >y,

0, siz >y,
3(z.y) ::{ Y

1, siz=y.
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Notemos que Ms = Id,, lo nos dice que la propiedad d x f = fxd = f se
cumple para toda f € I(C, >).

Definicién 2.16. Sea C' un COPO fijo localmente finito, definimos pc €
I(C, >) inductivamente

1 si Xx=y ,
pe(z,y) =
- ngz<y Mc(:v, Z) en otro caso.

Como pe(x,y) sélo depende de la estructura de COPO de [z,y], y es
finito, entonces pc(x,y) se encuentra bien definido aunque C' sea infinito.
Para m # o se cumple

Z NC(T‘-vp) = 0.

m<p<o

Lo anterior nos dice que

po * ¢ = 0.
Obtenemos que M, M = Id,,. Se cample M M, = Id,, por lo que (* jic = 0,
entonces obtenemos que

Z MC(Zay) = 5($,y)
z<z<y
Esto significa que

1 six =1y,
NC(x; y) =
- Zx<z§y pe(z,y) en otro caso,

por lo que podemos definir a uc de ambas formas y son equivalentes.

Ejemplo 2.17. Si consideramos al COPO C,, tenemos que p(1,1) = 1, luego
w(1,2) = =1y pu(l,m) =0 param € [n], m > 2.

Teorema 2.18. Sean C) = (P1,>1) y Cy = (Py,>3) dos COPOs. Sea Cy :=
C1xCy=(Pix Py, >3),a,b€ PLyx,y€ Py cona<ybyx<yy.Secumple

HeCs ((CL, I)? (bu y)) = Mcy (a7 b)/v‘Cz (b7 y)

Demostracion. Sea Ty un orden total de C con etiquetado {x1,...,z,} v Ts
un orden total de Cy con etiquetado {y1, ..., Ym }-
Tomemos la relacién (x;,y;) <« (@, y,) sii < ky (x;,y;) <« (x;,yr) si

j < r. Obtenemos un orden total de C3, T3 := (P, X P, >,), que asigna a
(wi,y;) la etiqueta n(i — 1) + j.
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Es un orden total, pues todos los elementos de P, x P, son comparables
y st (z4,y;) <s (zk,yr) entonces tenemos z; <y 3 y y; <2 ¥, lo que quiere
decir que i < ky j <r, entonces n(i — 1)+ j < n(k —1) 4+ r (es decir, T3 si
extiende el orden parcial de Cjs).

Utilizaremos tres bases canodnicas ortogonales ey, ...,e, de C", é1,....é,,
de C™y éq,...,epm € C"™. Identificamos a A € M™"(C) @ M™™(C) con
la matriz A € M™™*™7(C) tal que se cumple

(A)n(i—1)+j,n(k—1)+r = <Aén(i—1)+j7 Cr(k—1)+4r)
= (Ae; ®ej, e, Rey)
= (A)j%-

Es una identificacién conocida, que es un isomorfismo de algebras.
Veamos que Mg, y M ® M, coinciden con la identificacién anterior,
vamos a revisar esto entrada por entrada.
Notemos que '
(Mg, @ Mg,)i = 1,

siempre que z; < T V Yr <2 ¥y,. La entrada es 0 en caso contrario. Observe-
mos que
(M3 )n(i-1)+jnk—1)+r = 1,

siempre que Zp(i—1)+j; <3 Zn(k—1)4r» que es cuando (z;,y;) <z (T, ¥yr), equi-
valente a x; < xr v yr <92 v,. La entrada es 0 en otro caso. Por lo que la
asignacion si los vuelve iguales.

Notemos que se cumple que M, M, = Id,, y se cumple que (M,, ®
M,,) (M, ® M,) = Id, ® Id,,. Por lo que la asignacién matricial también
hace que M, y M, ® M, sean iguales. Con esto obtenemos que

w3 (@i Y5), (Ths Yr)) = (Mg Ini—1)+5m(k—1)++
= (Mm ® Muz)il:
= pa (@i, 2 p2(25, Yr),
que es lo que queriamos probar. O

Esta es una propiedad muy 1til a la hora de calcular u(m, o) pues nos
permite aprovechar la estructura de [, o] como intervalo. Si podemos escribir
[, 0] como un producto de la forma C; x Cy, entonces los célculos de p se
reducen a hacerlos calculos en C y Cs. Cuando una funcién en el algebra de
incidencia puede factorizarse sobre el producto directo de COPOs diremos
que es multiplicativa.
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Teorema 2.19 (Férmula de inversién de Mébius). Sean (P, >) un COPO y
fy9: P — C dos funciones tales que

g(t)=>_ f(s),Vt€ P.

s<t

Se cumple

f(t) = Zg(s)ﬂ(‘g?t)?\Vt S

s<t

Demostracion. Sea T un orden total de P y sea {x1,...,x,} un etiquetado
del orden total. Consideremos el vector vy := (f(;))icpy € C™* y al vector
vg = (9(i))icm) € C". Notemos que

g(w;) = Z f(z;).

z;<z;

Como se satisfase (M;);; = 1siz; < z;y (M), = 0 en otro caso, obtenemos
g(zi) =Y fla;) (M)
=1

Se sigue que
vg = vy M,

vgM,, = vy,
Zg(xj)(Mu)j,z’ = f(zi),

Z g(zj)ulzj, xi) = f (@),

T <T

que es lo que queriamos demostrar. O

2.2. Particiones

Hasta ahora, la mayoria de COPOs que hemos estudiado han sido iso-
morfos al producto cartesiano de cadenas. Vamos a considerar las particiones
como COPO, que tienen una estructura un poco mas compleja.
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Definicién 2.20. Dado un conjunto finito A, definimos P(A) el conjunto de
particiones de A. Esto significa que

PA)={o={V1, ., Vi }l0 £V, CA U2 Vi=AV,NV,=0sii#j}.

Es decir, P(A) contiene las particiones de A en conjuntos disjuntos.

Vamos a integrar una estructura de COPO a P(A). Si 7,0 € P(A),
decimos que o0 > 7 si para todo V; € 7 existe U; € o tal que V; C Uj.
Cuando los bloques de 7 estan contenidos en los de o decimos que 7 es un
refinamiento de o.

Veamos que el objeto definido es en efecto un COPO. Sea | A| un conjunto
finito y P(A) como en la definicién. La reflexividad en P(A) se cumple de
manera directa.

Sean 7,0, € P([n]), si tenemos m > ¢ y 0 > v entonces la transitividad
en la contencion de conjuntos nos dicen que cada bloque de v esta contenido
en un bloque de 7, por lo que ™ > 7.

Podemos tener una biyeccion entre las particiones en conjuntos de un
conjunto fijo A con el conjunto de relaciones de equivalencia en A.Vamos a
asignare a ¢ € P(n) una relacién de equivalencia ~,. De modo que = ~, y
siy sélo si x,y € V; € o para algun .

Sean 7,0 € P(A). Observemos que m > o siy sélo si, x ~, y implica
x ~, y para todo z,y € A. Tenemos de manera semejante que si ¢ > 7
entonces x ~, y implica x ~, y para todo =,y € A. Por lo que, sim > oy
o > 7, obtenemos que ~, y ~, son iguales y por lo tanto m = ¢. Concluimos
que (P(A),>) es en efecto un COPO.

Es claro que si |A| = n entonces P(A) es isomorfo a P([n]) por lo que
vamos a trabajar principalmente con P(n) := P([n]). Tenemos que, de la De-
finicién 2.2, se sigue que 1ppy = {{1,2,....n}} v Opmy = {{1}, {2}, ..., {n}}.
Usaremos la notacién in = ip(n) y On = Op(n).

Representaremos a 7 dibujando cada elemento de [n] como un punto en
una fila, uniremos por lineas a los elementos de un mismo bloque. A esto
se le conoce como representacion lineal. Consideremos por ejemplo P(3), su

@G
s
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Notemos que dada una particiéon 7 € P(n) con bloques m = {Vi, ..., Vi.}, si
se cumple que m > o > 0, para algin o € P(n), entonces tenemos que los
bloques de sigma se pueden acomodar de modo que obtenemos una particion
de los elementos de V; para cada ¢ = 1,..., k. Esto nos dice que [On,ﬂ] es
isomorfo a P(|V4]) x -+ x P(|V4]).

Teorema 2.21. Se cumple
up(0,1,) = (1) (n = 1)1, ¥n € N,

Demostracion. Procederemos por induccién. Como en P(1) se cumple 0 = 1,
entonces tenemos pp(0,1) = 1. Supongamos que la férmula es cierta hasta
n € N y queremos probar

pp(0n, Lns) = (=1)" ().

Como n + 1 > 1, tenemos

:uP(OnJrla in+1) = - Z ,MP(OnH, ).
meP(n+1),m#1

Como pp es multiplicativa consideremos dividir la suma. Fijemos el bloque
V1 al que pertenece 1 en 7. De este modo podemos factorizar:

> w00 m) = O mpOp ly))C Y wp(Onpaopay o).

TEP(n+1),m#1 1eVy c€P(n+1—|V1|)

Como Zaep(m) p1p(0,,0) = 0 para todo entero m > 1, para que la segunda
suma no sea 0, se debe cumplir que |V;| = n. Obtenemos

Z NP((A)n-i-la T) = Z 1P (On, in)

TEP(n+1),m#1 1eVi,|Vi|=n

De modo que, como hay n formas de elegir un elemento de {2,3,...,n + 1}
para que no esté en V], entonces se tiene

MP(0n+1> in+1) = - Z NP(Ona 7T)

mEP(n+1),7#1
=—n(=1)""*(n—1)!
= (=1)"n!,

lo que concluye la prueba por induccion. O
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Vamos a considerar COPOS cuyos elementos son algunas de las particio-
nes de P(n) y que heredan las relaciones de P(n). A COPOS de este tipo se
les conoce como subcopos.

Definicién 2.22. Consideremos las particiones o € P(n) en las cuales los
bloques V' € o son de la forma V = {x,z + 1,...,y} es decir, las particiones
que estan conformados solamente por bloques que son intervalos de niimeros
naturales. A estas particiones se les conoce como particiones por intervalos
y se les denota por I(n).

El diagrama de Hasse de I(3) es el siguiente

av
Gy 6
200

Notemos que no se incluye a la particion {{1,3},{2}} € P(3).
En general podemos codificar una particion por intervalos 7 con un vector
v™ € {0,1}(»=Y. De modo que

. 1sij~7g+1,
(v7); =
0 en otro caso.

Tenemos que m > o si y solo si v > v para todo j, por lo que I(n) es
isomorfo al COPO Q,,_; de la Definicién 2.11, se sigue que |I(n)| = 2"

Teorema 2.23. Se cumple
Pr(n) (0, 1,)=(-1)""',vneN.

Demostracion. Notemos primero de nuevo que para n = 1 se tiene 0, =1, y
entonces 7(0,17) = 1. Sea n > 1, observemos que como y; es multiplicativa
y Qn_1 es isomorfo a I(n) para todo n € , entonces
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Podemos evaluar los operadores V y A en I(n) x I(n) y ver que también
obtenemos una particién por intervalos.

Lema 2.24. Dados 01,05 € I(n) se cumple o1V oy € I(n).

Demostracion. Como vimos anteriormente, si ~q, ~o y ~3 son las relaciones
asociadas a o1, 03 y 01 V 09, tenemos que dados i,j € [n] con i < j, se
cumple 7 ~3 j si y s6lo si @ ~y Jy i ~g J; se cumple ¢ ~3 j si y solo si
ke~ k+1yk~+1lparak=1i4+1,...,7 —1; se cumple ¢ ~3 j sy y sélo si
k~3k+1parak =1,i+1,...,5— 1. Concluimos que o V 0y es una particién
por intervalos. O

Con esto tenemos que la restriccién de V a I(n) x I(n) tiene su imagen
contenida en I(n) y podriamos definir al operador V de la misma manera
que como lo hicimos para P(n), en lugar de utilizando la restriccién.

Lema 2.25. Dados 01,09 € I(n) se cumple o1 Aoy € I(n).
Ahora consideraremos otro COPO importante inducido por P(n).

Definicién 2.26. Una particion m que no se cruza es aquella en la que no
existen x,y,u,v de modo que z > u >y >vyz,y € V;, u,v € V; para algin
par ¢ # j. Es aquella particién en la que en la representacion lineal grafica
no hay cruces. Al COPO de particiones que no se cruzan de [n] lo denotamos
por NC(n).

Como no hay cruces en ninguna particiéon de P(3) tenemos que P(3) =
NC(3). Pero a partir de P(4) comienzan a aparecer particiones con cruces.
El diagrama de Hasse de NC(4) es el siguiente

26



Los numeros de Cataldn (C),)%°, se pueden definir de distintas formas.
En nuestro caso vamos a definirlos recursivamente.

Definicién 2.27. Definimos los primeros dos ntmeros de Catalan Cy :=
1,C1 :=1y para n > 1 los definimos por la recursion

Cu = CoCnt + CiCng + oo+ CuaCi + Com1Co = YOGt

Podemos calcular algunos de estos nimeros utilizando la recursion: Cy =
2,03 = 5,Cy = 14... Sin embargo, hay formas més sencillas de calcularlos,
2n
como con la férmula C),, = EL +2 La féormula es conocida, una demostracion
de ella puede encontrarse en el Capitulo 2 de [1] utilizando caminos de Dyck.

Teorema 2.28. Se cumple
INC(n)| = C,,Vn € N.

Demostracion. Seam € NC(n). Cosideremos al bloque V; € 7 tal que 1 € V3.
Podemos clasificar las particiones 7 € NC(n) en los conjuntos As, ..., A,, Ap
de modo que m € A; para j = 2,...,n si j es el primer nimero tal que 1 ~, j
om € Ap si j no existe (lo que significaria Vi = {1}).

El conjunto de particiones que son asignadas a un A; fijo lo podemos
poner en biyeccién con NC(j — 2) x NC(n+ 1 — j). De modo que si tene-
mos 01 € NC({2,...,j —1}) y 09 € NC({}j,...,n}) Consideramos oy U 0y €
NC({2,...,n}) y agregamos la relacién 1 ~, j junto con las relaciones nece-
sarias para obtener una particién.

En el caso de que dicho 7 no exista, nuestro conjunto esta en biyeccion
con NC([n] \ {1}). De modo que, para n > 1

INC(n)| = Z|N0 j=2)|INC(n+1—j)|+|NC(n—1),
7j=2
—1
INC(n Z NINC(n -1 —j),

=0
con la convencién de que [NC(0)| = 1.
Como se cumple |[NC(1)| = 1, tenemos que (|NC(n)])o2, v (Cr)22, cum-
plen la misma recurrencia y condicién inicial, por lo que concluimos lo desea-

do. O
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Las particiones que no se cruzan tienen ademéas una propiedad particular,
existe un antiisomorfismo de NC(n) a NC(n) conocido como complemento
de Kreweras.

Definicién 2.29. Dada una particién que no se cruza m# € NC(n), consi-
deremos el conjunto ordenado {1, 1, ...,n,7}. Definimos la particién kr(r) €
NC({1,...,n}), asociadola a la relamon ~kr(ry, de modo que i~y J siy
sélo si, no existe un par u,v € [n] con u ~, v, tal que u < i < v < jo
1<u< g <w.

Observacién 2.30. Dada una particién 7 € N¢(n), kr(m) es la particion mas
grande que cumple que 7 U 7 es una particion que no se cruza del conjunto
ordenado {1,1,...,n,n}.

Vamos a ver un ejemplo grafico para una particién

r = {{1,3}, {2}, {4,5}, {6, 7}} e NC(7).

Las lineas punteadas y los puntos grices representan los bloques de kr ().
Teorema 2.31. La funcion kr : NC(n) — NC(n) es un antiisomorfismo.

Demostracion. Para esto, consideremos un par m,0 € N C(n) con T > o.
Sean 4, j € [n] fijos tales que i ~ () Jconi < j.

Esto quiere decir que no existen u,v € [n] con u ~yvyu<i<v<j6
i <u<j<wv Comor > o sabemos que no existen u,v € [n] con u ~, vy
u>12>v>joi>u>j> v esto quiere decir que ¢ ~.(») J y por lo tanto
tenemos que m > o implica que kr(m) < kr(o) .

Ahora supongamos que kr(m) < kr(o). Sean 7,5 € [n] tales que i ~, j
con i < j. Esto quiere decir que no existen u,v € [n] con @ ~pp) 0y
u<i<v<joéi<u<j<w. Como kr(m) < kr(c) tenemos que no existen
u,v € [n] con U ~ppmy Oy u<i<wv<jdi<u<j<wvyporlotanto
es necesario que ¢ ~, j. Con esto tenemos que kr(w) < kr(o) implica que
T™> 0.

Sean m,0 € NC(n) tales que kr(m) = kr(o). Entonces es cierto que
kr(m) > kr(o) y kr(m) < kr(o) por lo que también es cierto que m > o y
m < o osea que ™ = . Concluimos que kr es una biyeccion y por lo anterior
es ademdas un antiisomorfismo. O

Teorema 2.32. Se cumple

~

H’NC'(Oa 1n) = (_1)n_1Cn—1-
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La demostracién de este teorema es extensa y requiere de herramientas
que solo usariamos para esta prueba, por lo que se omitira. La prueba puede
encontrarse en la Parte 2, Lectura 10 de [1].

Las siguientes definiciones son utilizadas para definir y trabajar con los
cumulantes monotonos.

Definicién 2.33. Dada una particion # € NC(n) y dados dos bloques
Vi,V; € 7, decimos que V; cubre a V; o que V; estd anidado en V; si se
cumple que existen x,y € V; tales x < z <y para todo z € V.

Asociamos un orden parcial a los bloques de 7 con la relacién V; > V; si
Vi cubre a V.

Definicién 2.34. Dada una particién 7 € NC(n), si existe un tnico bloque
Vi tal que V; > V; para todo j # i, entonces decimos que 7 es irreducible.

Sim € NC(n) no es irreducible, podemos descomponelo en subparticiones
maximales irreducibles mq, ..., 7.

Definicién 2.35. Dada una particion 7 € NC(n) con 7 = {Vi,..., Vi },
definimos un etiquetado monétono A : w — [|7r|] como una funcién biyectiva
que cumple A\(V;) > A(V;) siempre que V; > V.

Definicién 2.36. A un par (7, ) con ™ € NC(n) y A un etiquetado mondtono
lo llamamos particién ordenada. Al conjunto de particiones ordenadas de [n]
lo denotamos por M(n).

Dada una particion fija, nos interesa contar cuantas particiones ordenadas
(7, A) existen. Para contarlas asociamos primero una gréfica a .

Definicién 2.37. El bosque de anidamiento 7(7) de una particiéon © €
NC(n) con k bloques es el bosque de k vértices conformado por arboles
con raiz en el plano, construido de manera recursiva como

1. Si 7 es una particién irreducible, entonces 7(m) es el arbol con raiz
en el plano, tal que tiene como vértices los bloques de 7, su raiz es el
tnico bloque exterior (que no estd anidado en ningun otro bloque), y
con ramificaciones 7(7;) donda 7; son las componentes irreducibles de
7 después de remover el bloque exterior.

2. Si 7w tiene componentes irreducibles 7y, 7o, ..., T, entonces 7(7) es el
bosque que contienen los arboles con raiz 7(m ), 7(m2), ..., 7(7,).
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El siguiente dibujo muestra la repsentacion lineal de

m={{1,11},{2,6},{3,5}, {4}, {7,8},{9, 10}, {12, 13, 16}, {14, 15} },

junto con su bosque de anidamiento 7(7).

Lz

D g
! 1,
““““““ 00,
T “,, e,
y,
,
,
',
",
i,

hlnnlnal ™

Notemos que todo etiquetado monétono de una particion # € NC(n)
corresponde con un etiquetado creciente en su bosque de anideamiento 7 (7).
Utilizaremos una herramienta conocida como el drbol factorial para apoyar-
nos al calcular los etiquetados crecientes de 7().

Definiciéon 2.38. El arbol factorial ¢! de un arbol planar con raiz t, se define
recursivamente. Sea t un arbol planar con n > 0 vértices. Si ¢t es sélo un
vértice, tomamos t! := 1. Si ¢t tiene mas de un vértice y tiene ramificaciones
ty,ts,...,1,, lo definimos de modo que

tli=nlt!- -t

El arbol factorial de un bosque es el producto de los factoriales de cada uno
de sus arboles.

Lema 2.39.

1. Elnimerom(m) de etiquetados mondtonos de una particion ™ € NC(n)
depende sélo de su bosque de anidamiento T(m) y estd dado por

!
m =
() 7(m)!
2. La funcion w(mw) = W':;‘T;) = T(lr)! es multiplicativa, es decir, si m tiene

componentes irreducibles my, ..., T, entonces
w(m) = w(m) - w(mg).

Demostracion.
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1. Vamos a probar inductivamente que el nimero de etiquetados crecientes

de un arbol t es igual a Lﬁ#

Si ¢ sélo tiene un vértice, entonces el resultado es cierto. Supongamos
que t tiene al menos dos vértices. La raiz debe ser asiganada a la me-
nor etiqueta, asi que esta fija. Ahora hay que distribuir las etiquetas
sobrantes entre las ramificaciones tq, ..., t,.. Hay

(et 1)
’t1’7 ’t2’7 ‘trl
[tal!

formas de hacer esto, y por induccién, hay 5 etiquetados mondto-
!

nos para cada ramificacion ¢;. Juntando ambas cosas obtenemos que la

cantidad de etiquetados mondtonos de ¢ son

=1 N[alltl Ml 1 YR
1], [to].ons o] ) 01 80 6D [ttt

2. Este resultado es inmediato del hecho de que el arbol factorial es mul-
tiplicativo por componentes.

]

2.3. Funciones generadoras

Vamos a trabajar con funciones generadoras y series formales, estas nos
ofrecen herramientas de combinatoria enumerativa que a su vez utilizaremos
para calcular algunas evaluaciones en el algebra de incidencia.

Definicién 2.40. Dada una sucesién de nimeros complejos (a,,)22 , podemos
asociarle la serie formal
(o]
n
F(z) = E apx",
n=0
con la convencién de que 2% = 1.

Cabe aclarar que no siempre nos interesa tomar a £’ como funcion, nos in-
teresa mas considerar el algebra de series formales. Definiremos un producto,
suma y composicion de series formales.
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Definicién 2.41. Dada la serie (a,)22, asociada a F(x) y la serie (b,)>2,
asociada a G(z) definimos

[e.e]

(F+G)(z) = Z(an + by,)z",

n=0
[eS) n

(F*G)(x) = (D tnmbm)r",

n=0 m=0

(FoG)(x):=> > al > by.by)z"

n=0 =0 ky,.. krelnls,
ki+...+kr=n

Si existen las correspondientes vecindades en C en las que F'(z) y G(x) son
series absoutamente convergentes entonces la suma, producto y composicion
como series formales corresponden con su suma, producto y composicion
como funciones complejas.

Por ejemplo, podemos considerar la serie (a,)
n € Ny, asociada a

o

o 0, con a, = 1 para todo

Flz)=1+z+2%. = Zx",
n=0

que es la funcién F(z) = = para |z| < 1. Podemos considerar la serie
(452, asociada a la funcién exponencial.
Ejemplo 2.42. Los ntimeros de Fibonacci se definen recursivamente toman-
do Fy:=0,F;:=1yparan > 2

F, = n71+Fn727

de modo que la serie F'(x) asociada a (F},)>, cumple

xF(z) + F(z) = Z(F” +F, )" = Z Foq2",
n=1 n=1

es decir .
Si suponemos temporalmente que existe una vecindad donde F' es abso-
lutamente convergente alrededor del 0 entonces se debe cumplir
x

F(z) =

1—ax—a2
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Sean \; y g las raices de 22+x—1. Podemos resolver un sistema de ecuaciones
para encontrar A y B tales que

encontramos que A\; = 1+‘/5, Ay = 1_‘/5, A=)\ — X = \/ig yB=X—)\ =

1 .
VL Se tiene

por lo que tenemos
NN

V5

Tomando los nimeros de Catalan de la Definiciéon 2.27, podemos buscar
cual es la funcién asociada a la serie (C),)5%,,.

Fn

Teorema 2.43. Sea -
flz) = Z Cpa".
n=0

Se cumple

Demostracion. Notemos que

f(a:)Q = Z(Z Can,m).]]n = Z Cn+1l'n.
n=0

n=0 m=0

Multiplicamos ambos lados por x y luego sumamos 1 = Cy a ambos lados,
para obtener

vf(r)*+1= ZC’naj" = f(x),
n=0

de modo que se tiene

o) = 1+ \/21x—4x.

Multiplicando por el conjugado obtenemos

4x
(1+£+1—4x)

@)= 5
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Para x # 0 tenemos
2

T 1+ 14z

Como f es continua en 0y f(0) = 1 tenemos que

()

2

Io=r

]

Finalmente, podemos considerar series formales multivariadas y de mo-
do que las variables formales no conmutan entre si. Al espacio de dichas
series generado por r variables lo nombramos Cl[[z1, ..., 2,|]. En este caso
podemos tomar una funcién serie de funciones A, : A" — C y dado un
X =(Xy,..,X,) € A". Tomemos Z = (21, ..., 2,), definimos las series:

o0

Ax(g) == 1+Z Z An(Xu;,in)Zzlzzn

2.4. Definiciones de Cumulantes

Ya que definimos las nociones de independencia en el capitulo anterior, nos
interesa calcular los momentos mixtos de variables aleatorias para obtener
relaciones entre ellas. Cuando se calculan los momentos mixtos de varios
ordenes podemos darnos cuenta que las distintas nociones de independencia
podemos definirlas en otros términos. Esto puede ayudarnos a corroborar con
mayor facilidad si se tiene que dos o mas dlgebras son independientes.

Dado un EPNC (A, ¢), definimos M, : A™ — C como

My(X1, . Xp) = 0(X1 -+ X)), VX1, .., X, € A

Definicién 2.44. Dada una serie de funciones Fj, : A* — C para k € N.
Definiremos la extencién multiplicativa de F' a las funciones F, parai m €
P(n).Sim={Vi,...,Vi} con Vj = {m;1,....,mj v, } para j = 1, ..., k, entonces

k
Fo (X, ..., Xp) = HFW”(XmM, s Xy )y VX0 X € AL
j=1

Definiremos los cumulantes en términos de la férmula cumulante momen-
to. En realidad existen multiples definiciones equivalentes. Utilizaremos esta
definicién recursiva pues es la mas practica para nuestros fines.
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Existen cuatro tipos de cumulantes que son de interés para mnosotros:
clasicos, libres, booleanos y mondétonos.

Para definir los cumulantes nos apoyaremos en los COPOS de particiones,
para cumulantes clasicos utilizaremos el COPO P(n) de la Definicién 2.20.

Definicién 2.45 (Cumulantes clésicos). Dado un EPNC (A, ¢), los cumu-
lantes clasicos son funcionales multilineales K, : A" — C, que se definen
recursivamente con la relacién

Ko( Xy, .., Xp) = Mp(Xq, .., X)) — K ( Xy, ..., X,).

TEP(n),m#1,

Esto quiere decir que se cumple la relacion cumulante-momento

My(X1, . X)) = Y Ka(Xy, ., X,).

weP(n)

Notemos que en el caso de n = 1 se cumple M;(X) = K;(X) para todo
X € A. Luego tenemos que, dados X,Y € A, se obtiene

(X, Y) = Ma(X,Y) = Ky (X)L (Y) = (XY) = (X)o(Y).

Los cumulantes clasicos en general se pueden utilizar para determinar
si dos o mas algebras son independientes en el sentido clasico, como en la
Definicién 1.12.

Teorema 2.46. Dado un EPNC (A, ¢) y una familia de subdlgebras (Ay)ea,
tenemos que la familia (Ay)xen es independiente en el sentido cldsico si y
solo si, para todo n € N,n > 2 se cumple

K,(X1,....,X,) =0,

siempre que K, estd evaluada en elementos de (Ayx)xea donde aparece mds
de una sola dlgebra. Es decir, los cumulantes mixtos se anulan.

Demostracién. Supongamos que la familia (LAy)xepn es independiente en el
sentido clasico y queremos probar que los cumulantes mixtos se anulan. Va-
mos a proceder inductivamente sobre n € N con n > 1.

El caso n = 2 se obtiene recordando que K3(XY) = ¢(XY)—p(X)(Y) y si
X, Y pertenecen a dos algebras distintas independientes en el sentido clésico,
de la definicién obtenemos ¢(XY') = ¢(X)p(Y). Obtenemos Ky(X,Y) = 0.

Sean n > 2y Xi,..., X, € Uyea Ay de modo que existen X; y X; en
distintas algebras para algin par i, j € N.
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Consideremos la relacién de equivalencia i ~ j si X; y X, perteneten
a una misma algebra. Con esto obtenemos una particién ¢ a partir de la
relacién ~.

Notemos que si 7 € P(n) es una particién distinta de 1 y que rela-
ciona a elementos de distintas algebras, por hipotesis inductiva se tiene
K, (Xi,...,X,) = 0. Por lo que es necesario que m < ¢ si queremos que K, no
se anule. Si despejamos esto en la relacién cumulante momento obtenemos

Ko(X1, o X)) = Mo(X1, 0, X)) = > Eo(Xy,.,X,)

wEP(n),m#1

=My (X1, ., X)) = Y Ki(X1, ., X)),

m€P(n),n<o

Como podemos separar a o en bloques Vi, ..., V; y ver a m como un elemento
de P(JV4]) - -- P(|Vk|), tenemos por la relacién cumulante momento que

Kn( Xy, .. Xp) = Mp(Xq, ., X)) — My (X, .o, X))

Como tenfamos independencia de en el sentido clasico, entonces obtenemos
K,(Xq,....,X,) =0.

Ahora supongamos que los cumulantes mixtos se anulan. Sean n > 2 y
Xi,...; Xy € Uyea Ay de modo que existen X; y X, en distintas dlgebras para
algin par 7,7 € N. Consideremos la relacién de equivalencia i ~ j si X; y
X, perteneten a una misma algebra. Con esto obtenemos una particién o a
partir de la relacién ~.

Notemos que si 7 € P(n) es una particién distinta de 1 y que relaciona a
elementos de distintas dlgebras, por hipétesis se tiene K (X1, ..., X,,) = 0. Por
lo que es necesario que ™ < o si queremos que K no se anule. Si despejamos
esto de nuevo en la relacién cumulante momento obtenemos

My(X1, . Xn) = Y Ko(Xy,.0, X))

we€P(n),n<o

= My(X1, o, X))
O

Ahora, sea m € P(n). Sim = {Vi,..., Vi} con V; = {mj1,....,mj v, }. Sean
Xq,..,X, € A, entonces la férmula entre momentos y cumulantes clasicos
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nos dice que

k
M (X1, X0) = [ My (X oo Xy )
=1

M5,V
J
k
— H( Koy (X5 e Xomy )
j=1 meP(|Vjl)
Como [0, 7] es isomorfo a P(|V4|) x --- x P(|Vi]) y extendimos multiplica-

tivamente a K,,, entonces se verifica que
Mo(Xy, o Xp) = Y Ko(Xy, ., Xo).
c€P(n), o<t
Utilizando el principio de inversion de Mobius obtenemos
KXy, Xa) = > pp(0,m) M (X1, ..., X,).
TeP(n)

Para simplificar la notacién, si X € Ay F, : A" — C es una serie de
funciones, tomaremos F,,(X) := F,(X, ..., X) y del mismo modo la extensién
a particiones F(X) := F.(X, ..., X).

Podemos asociar algunas funciones generadoras a una variable aleatoria
clasica X € L=>°(Q2,P), como la funcién generadora de momentos:

My(X)t2 M3 (X)t?
TR

> M, (X
E(e™) =1+ n(| >t":1+M1(X)t+
n=1 ’

Ejemplo 2.47. Si X tiene distribucién Normal esténdar N (0, 1) entonces

M, (X) = 0 , si n=2m-1 para algin m € N,
" B ;2,,1—"2', , si n=2m para algin m € N.

En este caso tenemos
oy N (2k)! N~ L P 2
B =2 g~ m@) e
k=0 k=0

Podemos también definir los cumulantes cldsicos univariados K,,(X) como
los coeficientes que aparecen en la funciéon generadora de cumulantes. Esto
es, los definimos como los coeficientes de la serie
_Ki(X), | K(X) , | K5(X)
ST P Ty
Siempre que log(E(e*X)) esté bien definido.

log(E(e*)) 3+ .
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Teorema 2.48. Cuando la funcion generadora de cumulantes y la de mo-
mentos estdn bien definidas, la definicion de los cumulantes cldsicos univaria-
dos en términos de la relacion cumulante-momento y la que estd en términos
de funciones generadoras coinciden.

Demostracion. Observemos que

1
exp(G(t)) =1+ Z %(G(t»m

m=1 '
SN m

=1+ Z —'(Z Kk(X)tk)
m=1 T k=1

— 1+ 1(21—! Z[] L
n=1 m= 11 4eeestm €M,

11+...+im=n

Luego observemos que

ep(G(8) = 1+Z%(Z S K- K (),

! mlig!.. !
m=1i1+...+im=n 1 m

Consideremos (i1, ..., i,,) naturales tales que i; + ... +i,, = n, sea o € S,,.
Definimos la serie de funciones

fm(o, (i1, ooyim)) =7 = {{o(1),...;0(i1)}, ey {0 (1 + 1), ..., 0(imm) } }-

Obtenemos que 7 € P(n) fija, tiene como preimagen ml!i;!...i,,,! elementos.

Como K (X) - K;, (X) = K.(X), entonces podemos reordenar la suma
como

exp(G(t) = 1+ Z%<Z DS Kilggl-i:{j:'(x))tn

m=1i1+...4+im=n €Sy )

Entonces, la relacion cumulante-momento nos dice que

o0

exp(G(t) =1+ Y

n=1

M, (X)

n!

t" = F(t),

si y sélo si, se cumple la definicién en términos de funciones generadoras

log(F (1)) = G(t).

38



Para nuestro ejemplo de variable aleatoria X con distribucién Normal se

cumple
t2 12
G(1) = log(F (1)) = log(e) =+
por lo que los cumulantes cléasicos de la distribuciéon normal se anulan todos

salvo K3(X) = 1.

Ahora definiremos los cumulantes Booleanos y probaremos resultados si-
milares a los anteriores. Los cumulantes booleanos se definen de manera
andloga a los cumulantes clasicos, cambiando el COPO P(n), por el COPO

I(n) de la Definicién 2.22.

Definicién 2.49 (Cumulantes booleanos). Dado un EPNC (A, ¢), los cumu-
lantes booleanos son funcionales multilineales B,, : A" — C, que se definen
recursivamente con la relacién

Bo(X1, . Xn) o= My(X1, 0, Xo) = > Bo(Xy,., X)),

wel(n) ,ﬂ;éin

Esto quiere decir que se cumple la relacion

My(X1, ., X) = > Ba(Xi, .., Xy).

wel(n)

De manera semejante se tiene B1(X) = ¢(X) y B2(X,Y) = ¢(XY) —
6(X)p(Y) pues P(1) = I(1) y P(2) = I(2).

Vamos a probar un teorema que relaciona los cumulantes booleanos con
la indepencia booleana de la Definicién 1.16.

Teorema 2.50. Dado un EPNC (A, ¢) y una familia de subdalgebras (Ay)xea,
tenemos que la familia (Ax)xen €s independiente en el sentido booleano si y
solo si, para todo n € N,n > 2 se cumple

B, (Xy,...,X,) =0,

siempre que B, estd evaluada en elementos de (Ay)xen donde aparece mds
de una sola dlgebra. Es decir, los cumulantes mixtos se anulan.

Demostracion. Supongamos que los cumulantes booleanos mixtos se anulan
y queremos probar que la familia (A)),ea es independiente en el sentido
booleano.

Sea o : [n] — A tal que 0(i) # o(i+ 1) parai € [n = 1] y sean Xy, ..., X,
tales que X; € A,, para i € [n].

Sea 7 € I(n), como los cumulantes mixtos se anulan y cada dos elementos
consecutivos en Xy, ..., X,, son de distinta algebra, tenemos que para que
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Br(Xi, ..., X,) no se anule es necesario que m = 0. Por la férmula cumulante
momento obtenemos

My(X1, ., Xn) = > Ba(Xy, .., Xy)
wel(n)
= By(X1, ..., X)) = ¢(X1) - 0(X,)
= My(Xy)--- Mi(X,).

Ahora, supongamos que la familia (Ay)xea es independiente en el sentido
booleano. Sean n > 2y Xj, ..., X, € Uyea Ay de modo que existen X; y X, en
distintas algebras para algin par i, 5 € N. Vamos a proceder inductivamente
sobre n > 1.

El caso n = 2 se obtiene recordando que By(XY) = ¢(XY) — ¢(X)(Y)
y si X,Y pertenecen a dos algebras distintas independientes en el senti-
do booleano, de la definiciéon obtenemos ¢(XY) = ¢(X)p(Y'). Obtenemos
By(X,Y)=0.

Sean 1 < r; < ... < r, = n de modo que Xi,...X,, € Ay, ...,
X 41y -y Xy, € Ay, DAra Ay # Ao # .. # A

Sea 0 = {{1,2,...,m}, ... {re—1 + 1,...,m}} € I(n) y m € I(n) con
7 # 1, como los cumulantes B, con bloques mixtos se anulan para m # 1,
tenemos que si se cumple m > ¢ entonces B, se anula. De la definicién
recursiva obtenemos

Bo(X1, . Xn) = My(X1, ., X0) = Y Ba(Xy,.., Xy)
rel(n),m<c

= Mo(X1, s X)) — My (X1, oo X)),

de la independecia booleana de (A))repa obtenemos que B, (Xi, ..., X,)
0

o

De manera similar a con los cumulantes clasicos, sea 7 € I(n). Si 7 =
{V1,...,Vik} con V; = {mjy1,....,m; v, }. Sean Xi,...,X,, € A, entonces, si-
guiendo la misma argumentacién podemos llegar a que [On, 7] es isomorfo a
I(|Vi]) x «-- x I(|Vi|) y por la multiplicatividad

Mo(X1,. X)) = > Bo(Xy,..,X,).

o€l(n),o<m

Podemos utilizar el principio de inversion de Mobius para obtener

Bu(X1, o Xn) = Y (0, m) Me(X3, ., Xo).

wel(n)
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Y como ya calculamos p;(0, 7) anteriormente, tenemos

Bu(X1, . Xn) = > (1) B (X1, ., X)),

wel(n)

Para los cumulantes booleanos, trabajaremos con la funcién generadora
de cumulantes mixtos y no sélo con los univariados.

Definicién 2.51. Dado un X = (X3, ..., X)) € A", tomemos Z = (z1, ..., z,).
Definimos las series formales

Teorema 2.52. Se cumple
Bx(Z)Mx(Z) = Mx(Z) — 1

Demostracion. Vamos a ver coeficiente a coeficiente en ambos lados de la
igualdad para demostrar que son iguales. Para esto, desarrollamos primero

Bx(HMx(D)=[>_ Y. Bp(Xi .. Xi))zi 2]

p:l ily-"vipe[r]p

X [1+Z Z MQ(lev"'7qu>Zjl"'qu]'

a=1 ji,....jg€[r]?

El coeficiente de z;,...z;, es:

Bn(Xip A Xln) + Z Bp(Xila ) Xin)Mnfp(Xip+1,...,X¢n )

n—1
B (Xip 7in) + Z Bp(Xi17 asz) Z B (Xip+17 ain)
p=1 o€l(n—p)
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=B,(Xiy, . Xi)+ > Bo(Xiy, . X,).
o€l(n),o#1
De nuevo por la féormula cumulante-momento obtenemos que el coeficiente

de z;,...z;, es

Mo ( Xy, oy Xi,)-

17

Comparando coeficiente por coeficiente concluimos la demostraciéon del teo-
rema. [

Ahora obtendremos una relacién semejante para la funcién generadora de
cumulantes libres, pero para esto debemos definir primero una funcién mas.

Definicién 2.53. Dado un X = (X1, ..., X,) € A". Tomemos Z = (z1, ..., 2.),
definimos

Mx(Z) = (z;Mx(2))i_, = (z1Mx(2), ..., 2 Mx (Z)).

Vamos a definir los cumulantes libres cambiando al COPO de la Definicién
2.45, por el COPO de particiones que no se cruzan de la Definicién 2.26.

Definicién 2.54 (Cumulantes libres.). Dado un EPNC (A4, ¢), los cumu-
lantes libres son funcionales multilineales R, : A" — C, que se definen
recursivamente con la relacién

Rn(Xl, ,Xn) = Mn<X1, ,Xn) - Rﬂ(Xl, ,Xn)

ﬂENC(n)Jr;éin

Esto quiere decir que se cumple la relacién

Mo(X1, ., Xn) = Y Ra(Xy,.0, X)),
TeNC(n)

Tenemos también unn teorema que relaciona los cumulantes libres con la
independencia libre de la Definicion 1.14.

Teorema 2.55. Dado un EPNC (A, ¢) y una familia de subdlgebras (Ay)xea,
tenemos que la familia (Ay)xen es independiente en el sentido libre si y sélo
si, para todo n € Nyn > 2 se cumple

R.(Xy,....X,) =0,
siempre que R, estd evaluada en elementos de (Ax)xea donde aparece mds

de una sola dlgebra. Es decir, los cumulantes mixtos se anulan.
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La demostraciéon de este teorema es un poco extensa y requiere un par de
resultados adicionales, por lo que no sera incluida. La prueba puede encon-
trarse en el capitulo 11 de [1].

De manera similar a con los cumulantes clasicos y booleanos, sea m €
NC(n). Sim={V1,..., Vi} con Vj = {m1,....,mj v, }. Sean X1, ..., X,, € A,
entonces, siguiendo la misma argumentacion podemos llegar a que [On, 7| es
isomorfo a NC(|V4|) x -+ x NC(|V,|) y por la multiplicatividad

Mo(X1, 0 Xa) = ) Ro(X1,.., X,).

ceNC(n), o<

Podemos utilizar la formula de inversiéon de Mobius para obtener

Ro(X1, o Xo) = Y pve(0,m) My (X1, ..., X,).
TeNC(n)

Podemos definir también la funcién generadora asociada a los cumulantes
libres multivariados.

Definicién 2.56. Dado un X = (X;,..., X,) € A", tomemos Z = (z1, ..., 2,.).
Definimos la serie formal

RX(E) = Z Z Rn(Xila'~'7Xin>zi1~-zin'

Ya tenemos las herramientas necesarias para ver la relacon entre la serie
asociada a los momentos y la serie asociada a los cumulantes libres.

Teorema 2.57. Se cumple
Rx(Mx(2)) = Mx(2) — 1.

Demostracion. La prueba sigue el mismo procedimiento que la prueba del
teorema anterior. Vamos a comparar coeficiente por coeficiente en

Rx(Mx (7)) = Rx(z1 M5(2), ..., 2x Mz (2))

=> Y Rx(Xj,.., X))z, Mx(2)...25, Mx ().

p=1 il,...,ipe[T']p
Si nos interesa el coeficiente de z;,...z;,, tenemos que es

R.(Xi), .., X))
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n—1

+ > Ry(Xiy s Xy )O(Xiy o Xiy ) (X, e X))

=1
1=j1<...<Jp<Jp+1=n

(cambiamos la notacién My, por ¢ para que la férmula fuera un poco més
corta).

Utilizando la férmula cumulantes libres-momentos obtenemos que el co-
eficiente es

Ro(Xiy s X))+ > Ro(Xy, .. X)),
gENC(n),0#£1

Se concluye nuestra demostracion utilizando de nuevo la férmula cumulantes
libres-momentos. O

Por dltimo vamos a definir los cumulantes mondtonos, utilizaremos las
particiones ordenadas de la Definicién 2.36.

Definicién 2.58 (Cumulantes Monétonos.). Dado un EPNC (A, ¢), los cu-
mulantes mondtonos H, : A" — C son funciones multilineales de que se
definen recursivamente con la relacién

1
Hy (X, .., Xp) = My(Xy, ..., X)) — > WH,T(XD X)),
(T NEM(n)m#l, |

Esto quiere decir que se cumple la relacién cumulante-momento monétono

1
My(X1, s X)) = Y = Ha(X0, 0, Xo).

]!
(A EM(n)

Utilizando el Lema 2.39 podemos reescribir la férmula anterior en

1
My(Xy, .0 X)) = > mﬂﬂ(xl,...,){n).
TeNC(n) )

No es cierto que la independencia en el sentido mondtono es equivalente
a que los cumulantes mixtos se anulen, pues eso significaria que si A; es
independiente en el sentido mondtno de A, entonces deberia ser cieto que A,
es independiente en el sentido monétno de Ay, lo cual es falso. Tampoco es
conocida la formula de inversion de H,, en términos de M...

Para finalizar el capitulo, definimos también la funcién generadora aso-
ciada a los cumulantes mondtonos.
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Definicién 2.59. Dado un X = (X3, ..., X,) € A". Tomemos Z = (z1, ..., z.),
definimos la serie formal

n=1d1,.,in€[r]

Los resultados para esta funcién generadora se presentaran en la Seccién
2 del Capitulo 4.
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Capitulo 3

Polinomios en graficas

Cuando la teoria de gréficas atiin no estaba muy desarrollada, William
Thomas Tutte trabajé con propiedades de graficas que cumplen recursiones
contrayendo y eliminando aristas, funciones que definiremos, como la canti-
dad de t-coloraciones de una grafica o la cantidad de orientaciones aciclicas
de una gréafica. Tutte descubrié que dichas propiedades podian verse como la
evaluacion de un polinomio. Hoy en dia a tal polinomio se le conoce como el
polinomio de Tutte en su honor.

El trabajo de Tutte incluye una estructura un poco mas general. En su
tésis doctoral aparece la version del polinomio de Tutte para matroides. Las
matroides son una generalizacion de la estructura de espacio vectorial.

Podemos obtener una estructura de matroide a partir de una grafica da-
da. En general las matroides pueden utilizarse para modelar colecciones de
objetos finitos en los cuales aparece una propiedad de sustitucion, como es
la sustitucién de un elemento en el cambio de base de un espacio vectorial
finitamente generado o la sustitucién de una arista en un arbol generador de
una grafica dada.

Vamos a estudiar matroides para comprender la estructura subyacente
al polinomio de Tutte. En capitulos posteriores lo utilizaremos para calcular
la relacion entre cumulantes clasicos y cumulantes libres, asi como entre cu-
mulantes clasicos y cumulantes booleanos. Intentaremos utilizarlo también al
calcular los coeficientes de la relacién entre cumulantes clasicos y monétonos.

La Seccion 3.1 de este capitulo, que habla sobre el polinomio cromatico,
estd basada en la Seccién 9.1 de [4]. Las Secciones 3.2 y 3.3 estdn basadas en
las definiciones y ejemplos de [3].
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3.1. Polinomio cromatico

Para comprender mejor al polinomio de Tutte, estudiaremos primero una
de sus evaluaciones.

Para nuestros fines, una grafica es un par G = (V, E), donde V es un
conjunto finito y F es un multiconjunto de pares no ordenados de V.

Notemos que en nuestra definicion de grafica admitimos aristas de la for-
ma {v,v} € E, que son conocidas como lazos. Admitimos también multiples
instancias de una misma arista en F£.

Definicién 3.1. Sea G = (V| E) una gréfica, el polinomio cromatico de GG
se define como
x(G, t) := #t-coloraciones de G,

dénde una t-coloracién es una funcién ¢ : V- — {1, 2, ..., t}, tal que c(u) # c(v)
si {u,v} € E.

A priori, no es claro por qué z(G,t) es un polinomio siempre, pero lo
vamos a demostrar posteriormente, utilizando varias de las propiedades re-
cursivas de z(G, t).

Notemos que si G = (V, E) contiene un lazo, entonces su polinomio
cromatico es 0.

Notemos que tener mas de una instancia de una misma arista en nuestra
grafica no cambia el polinomio a sélo tener una copia de ella, por lo que si
hay multiples copias de una arista las borraremos al calcular su polinomio
cromatico.

La razén por la que tomamos en cuenta aristas multiples y lazos es porque,
cuando calculemos el polinomio croméatico como evaluaciéon del polinomio
de Tutte, apareceran de nuevo ambos objetos y sera necesario tomarlos en
cuenta.

Ejemplo 3.2. Primero, vamos a calcular el polinomio croméatico utilizando
métodos basicos de conteo para todas las graficas no isomorfas en 3 y 4
vértices:
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t3 t2(t — 1) tt—1)(t —2)

7N

t2(t —1)(t — 2)

D N
Cor e e D

t tB3(t—1)

tt—1)3 2t —1)(t—2) tt —1)%(t —2)

tt—1)t* =3t +3) | t{t—1)(t—2)* | t(t — 1)(t — 2)(

~

—3)

Notemos que si tenemos una grafica con k£ € N componentes conexas Gy, G, ..., Gy,
entonces por principio de conteo multiplicativo, tenemos que (G, t) = z(Gy,t) - - - 2(Gg, t).
Por esta razon calcularemos principalmente polinomios cromaticos para grafi-

cas conexas.

1. El polinomio cromatico de la grafica completa K, es

2K t) = t(t—1) - (t—n+1).

2. En un arbol T con n € N vértices, el polinomio cromatico se pue-
de calcular inductivamente. Si coloreamos un vértice de grado 1 del
arbol tenemos t opciones, para el siguiente vértice adyacente tenemos
(t — 1) y coloreamos sucesivamente, hasta llegar a otro vértice de gra-
do 1. Depués repetimos el proceso conectando cualquier otro vétice a
nuestra componente mediante una trayectoria, sélo hay una manera de
hacer ésto en un arbol, por lo que agregamos la trayectoria tomando
los vértices en orden de la componente al nuevo vértice y multiplicamos
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por (t—1) cada que agregamos un vértice a la componente. Deducimos
que el polinomio cromatico de 1" es

x(T,t) =t(t —1)"".

Vamos a calcular el polinomio cromético de cualquier grafica dada, uti-
lizando recursién sobre las aristas. Definiremos dos tipos de graficas que se
obtienen al intentar eliminar una arista en una gréafica dada.

Definicién 3.3. Sea G = (V, E) una gréfica, tomemos un e € E fijo, defini-
mos

1. La gréfica G \ e es la gréfica con conjunto de vértices V' y aristas E \ e.
Cuando tomamos G \ e decimos que borramos e de G.

2. La géfica G/e es la gréfica tal que, si V = {vy, ..., v, } v e tiene extremos
v; ¥ vj, entonces el conjunto de vértices de G/e es ({v1, ..., v, }\{vi, v; })U
{(vi;)} y aristas E/e obtenidas a partir de tomar aristas de E \ {e} y
cambiar las instancias de v; y v; por el vértice v; ;. Cuando tomamos
la gréfica G//e decimos que contraemos a e.

El siguiente diagrama muestra una grafica G, donde tomamos un arista
e € F marcada con lineas punteadas, dibujamos la grafica asociada al borrado
y contraccién de e.

Proposicién 3.4. Sea G = (V,E) una grifica, sea e = {u,v} € E una
arista que no es un lazo en G, entonces se tiene

z(G,t) = z(G\ e,t) — x(G/e, t).

Demostracion. Las t-coloraciones de G\ e tales que c¢(u) # ¢(v) tienen una
biyeccion con las t-coloraciones de GG. Hay que restar a las ¢-coloraciones de
G\ e las que cumplen G \ e con ¢(u) = ¢(v), dichas coloraciones tienen una
biyeccién con las t-coloraciones de GG/e que es asignar el mismo color a los
vértices que no contraemos y el color ¢(u) = ¢(v) al vértice obtenido con la
contraccion. ]

Definicién 3.5. Sea G = (V, F) una grafica. Decimos que e = {u,v} € F es
un puente si Gy = (V, E'\ {e}) tiene una componente conexa més que G.
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Si la grafica G = (V, E) contiene un puente e = {u,v} € E, entonces
su polinomio cromatico es el producto del polinomio cromatico de las com-
ponentes conexas (G; y G9 obtenidas al borrarlo, restando las coloraciones
en las que u y v tienen el mismo color. Si fijamos una coloracién para Gy,
entonces @ seran las coloraciones en las que u y v coinciden. Tenemos
que
(L’(Gh t).I‘(GQ, t)

t 9

(Gt = U . Y (G )2(Go 1) = t; L@\ e,

(G, t) = x(Gy,t)x(Ge, t) —

Notemos que z(G/e,t) = w, pues de nuevo podemos dar una bi-

yeccién entre las coloraciones de G/e y las de Gy y Gy con u y v del mismo
color, entonces se sigue que

(G, t) = (t — 1)z (G/e, t).

Los anteriores calculos seran de utilidad a la hora de escribir al polinomio
cromatico en términos del polinomio de Tutte.

Ejemplo 3.6. Utilizemos las propiedades recursivas para calcular un poli-
nomio cromatico. Consideremos la grafica

Representaremos primero los polinomios con dibujos, la arista a contraer o
borrar se marca con una linea punteada:

o
-
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Como ya calculamos el polinomio cromatico para todas las graficas a la de-
recha de la igualdad, podemos calcular el polinomio cromatico de G como

2(Got) =t(t — 1)* —t(t — 1)(t — 2)(t — 3) — t(t — 1)(t — 2)2
—tt— 1)}t —2) —t{t—1)3
=t(t =Dt -1 =t -2t -3) - (-2 =t -1t —2) - (t—1)7]
=tt-D[t -1 -t -1 =t -2t —-3+t—2+1t—1)]
=t(t—1)(t = 2)[(t - 1)* = (3t — 6)]
=t(t—1)(t—2)(t* =5t + 7).

Utilizando este procedimiento, inductivamente sobre la cantidad de vérti-
ces y aristas, podemos calcular el polinomio cromatico para cualquier grafica
G dada. Se obtiene que x(G, ) es un polinomio siempre. El polinomio no
depende del orden en el que elegimos los vértices pues la cantidad de t-
coloraciones de una grafica es una funcién bien definida y no es posible que
dos polinomios distintos coincidan en una cantidad infinita de puntos.

3.2. Matroides

Las matroides pueden verse como una generalizacién de la estructura de
espacio vectorial, asi que vamos a comenzar con la definiciéon de matroides
con propiedades similares a las que tienen los conjuntos linealmente indepen-
dientes de un espacio vectorial.

Definicién 3.7. Una matroide M es un par (E,.#) donde E es un conjun-
to finito y .# es una coleccion de subconjuntos de E que satisface las tres
propiedades:

e Se tiene que () € .¥.
e Sitenemos X € . y Y C X entonces tenemos Y € .7.

e Si tenemos un par U,V € & tal que |U| = |V| + 1, entonces existe
reU\V tal que VU{zx} € 7.

Ejemplo 3.8. Sea £ C V un subconjunto finito de un espacio vectorial.
Sea . la coleccién de subconjuntos de E que contienen vectores linealmente
independientes.

Se cumple () € .#. Un subconjunto de un conjunto linealmente indepen-
diente es linealmente independiente. Si tenemos U,V € £ y |U| = |V| + 1
entonces, es conocido por algebra lineal que debe existir x € V' \ U tal que
UU{z} es linealmente independiente, por lo que se cumplen las tres propie-
dades y (F,.#) es una matroide.
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Procederemos a definir el conjunto de bases de una matroide, generali-
zando la nocién de base espacios vectoriales.

Definicién 3.9. Dada una matroide (E,.#), el conjunto de bases B de la
matroide se define como la coleccion de elementos de .# con cardinalidad
maximal.

En nuestro ejemplo anterior, el conjunto de bases de nuestra matroide y
el conjunto de bases del espacio vectorial, contenidas en E, coinciden.

También podemos definir la funcién de rango de una matroide, generali-
zando la nocién de dimensién.

Definicién 3.10. La funcién de rango de una matoide p : 2¥ — Z se define
como

p(A) :=max(|X]|: X € FANX CA).

El rango de la matroide M es p(M) := p(E).
Para nuestro ejemplo de espacios vectoriales, el rango de un conjunto de
vectores y la dimension de su espacio generado coinciden.

Continuando con la analogia, si p(AU{x}) = p(A), decimos que x depende
de A.

Definicién 3.11. Dada una matroide (£, .#), definimos el operador cerra-
dura o : 2F — 2F como

o(A) ={x € S :x depende de A}.
Decimos que A C E es cerrado o plano si 0(A) = A.

Un circuito es un conjunto A C S tal que A ¢ .# y cumple A\ {z} € &
para todo x € A.

Ya que existen varias definiciones equivalentes para matroides, es bueno
conocer algunas que utilizaremos después para demostrar que un objeto que
nos interesa es una matroide.

Teorema 3.12 (Axiomas de base).
Una coleccion no vacia B de subconjuntos de S es el conjunto de bases de
una matroide en S sty solo si:

Si By, By € B yx € By \ By entonces existe un y € By \ By tal que

(Bi\{z})U{y} € B.

92



Demostracion. Primero, si tenemos el conjunto de bases de una matroide
By By, By, x como en el teorema, tenemos que By \ {z}, By € . asi que
aplicando el tercer axioma de matroide obtenemos el y € S del teorema.

Ahora supongamos que B es como en el teorema. Vamos a definir una
matroide M en S con .# = {A C S : AC B para algin B € B}.

Probemos primero que todos los elementos de B tienen la misma cardi-
nalidad. Supongamos que tenemos A, B € B tales que |A| < |B|. Utilicemos
el axioma de sustitucién elemento por elemento de A\ B, obtendremos un
elemento C' € B tal que |C| = |A| < |B| y C C B. Pero si ahora intenta-
mos usar el axioma de sutitucién para un elemento de B\ C' llegamos a una
contradiccion. Tenemos entonces que no puede existir tal par A, B.

Ahora vamos a probar que (5, .#) es una matroide. Es claro que se cumple
que ) € 7.

Se cumple que si tenemos V € & y U C V entonces existe B € B con
V CBporloqueU CV C By tenemos U € B.

Sea U,V € . tales que |V| = |U| + 1. Sean A, B € B tales que U C Ay
V CB.

Siexiste un € (ANV)\U tendriamos UU{z} € Z, asi que supondremos
que no existe dicho elemento. El siguiente diagrama de Venn muestra todas
las posibles combinaciones de intersecciones de nuestros conjuntos y las divide
en regiones disjuntas

A U ......
i 5
'6
===
|
3 |4 7 I
12 __ v
1 B

Si utilizamos el axioma de sustitucién con A\ (BUU) y B, y sustutimos un
elemento de A\ (BUU) de modo que la sustitucion nos ofrece un elemento
y € V \ A, entonces de nuevo tenemos un y € V \ U con U U {y} € 7.
Supongamos que eso no sucede al utilizar el axioma de sustitucién, de modo
que lo utilizarfamos inductivamente hasta obtener un A € B tal que A\ (BU
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U) = 0. Con esto tenemos que |A| = |U| + [(AN B) \ U| pero
[BI > [(ANB)\U|+ V| > [(An B)\U| +|U| = |4],

lo cual es una contradiccién pues acabamos de demostrar que todos los ele-
mentos de B tienen la misma cardinalidad. O

Teorema 3.13 (Axiomas de rango).
Una funcién p : 2° — Z es la funcién de rango de una matroide en S si y
solo si cumple las siguientes tres propiedades

e 0<p(X)<|X|,VX CS.
e X CV = p(X)<p(Y),VX,Y CS.
o p(XUY)+p(XNY)<p(X)+p(Y),VX,Y CS.

Demostracion. Primero probaremos que si tenemos una matroide (S, .%) y p
es su funcién de rango, entonces cumple los tres axiomas de rango.

Si tenemos un X C S entonces p(X) = |I| par algin I C X por lo que
0< p(X) < |X].

Si tenemos un par de conjuntos X,Y tales que ¥ C X C S entonces
p(Y) = |I]| par algin I C X y I € .Z, por lo que p(X) > |I| y entonces
p(X) = p(Y).

Sean X,Y C S, sea I; un independiente maximal en X UY y sea [, un
independiente maximal en X NY". Si |I| < |I;| utilizaremos el tercer axioma
de matroides, multiples veces, hasta obtener un I3 € . tal que se cumple
I, C Iy C XUY y L] = |I,]. Tenemos que p(X UY) = |Is, p(X NY) = |Ly],
p(X) > |LNX|yp(Y)>]|I3NY]|. Obtenemos que

p(X)+p(Y) = | XNEL|+ YN > [(XUY)N [+ [XNY NI,
como (XUY)NI3=1I3y I, C XNY NI;tenemos que
p(X)+p(Y) > |LNX|+|LNY| = L]+ NnXNY| > p(XUY)+p(XNY).

Supongamos que p es una funcién que cumple los axiomas de rango.
Definamos .# := {I C S|p(I) = |I|}.Vamos a probar que (S,.#) es una
matroide.

Tenemos que 0 < p(@) < || = 0, por lo que p(B)) = 0 y entonces () € .&.

Si tenemos dos conjuntos X, Y, con X CY y Y € .Z, entonces utilizare-
mos el tercer axioma de rango con X y Y \ X. Obtenemos

p(Y) + p(0) < p(X) + p(¥' \ X),
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Y] < p(X) +p(Y\ X) <[X]+ Y\ X[ = [Y].

Lo anterior nos dice que p(X) = | X]|, por lo que se cumple X € 7.
Por dltimo sean U,V € . con |V| = |U| + 1. Consideremos V \ U =
{x1,...,z,}. Aplicando el tercer axioma con U U {x1} y U U {x3} obtenemos

p(UU{z1}) + p(U U{x2}) = p(U) + p(U U{z1, 25}).

Si sumamos p(UU{x3}) a ambos lados y utilizamos el tercer axioma de rango
con U U {x1,z2} y UU{x3} obtenemos

p(U U{a1}) + p(U UA{x2}) + p(U U{3}) = p(U) + p(U Ual, 22) + p(U U {xs})
> p(U) + p(U) + p(U U {z1, 22, 23}).

Inductivamente obtenemos

Do AU U{a;}) 2 (1= 1)p(U) + p(U U {1, 0)
> (n = VU] + p(U U {1, oo 2n}).

Como es cierto que UU{x1, ..., x, } = UUV, se tiene que p(UU{xy, ...., x, }) >
p(V) = |U| + |1], por lo que se tiene

7o U fy}) 2 U]+ 1,

J=1

Por principio de casillas tenemos que existe un j € [n] tal que p(U U {z;}) >
|U| 4+ 1 y entonces tenemos que U U {z;} € .Z. O

Ahora que hemos estudiado aspectos basicos y definiciones en matroides,
veremos algunos ejemplos importantes.

Ejemplo 3.14 (Matroide uniforme). Dados n, k naturales, la matroide uni-
forme Uy, se define con S = [n] y

F ={AC[n]:|Al <k},

El primer axioma se cumple pues || = 0 < k para todo natural k. El
segundo axioma porque si A C B entonces |A| < |B] por lo que si B es
independiente entonces A también lo es. El tercer axioma se cumple pues si
A, B son independientes y |A| < |B| entonces existe x € Btal que z ¢ Ay
AU{z} es independiente.
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Podemos ver de las definiciones anteriores que se cumple lo siguiente

B={BCn]:[B| =k}

Al si|A| < K
p(a) = AL
k si |A] >k,

A i Al <k;
slay= {4 A
[n] si|A| > k.
Los conjuntos cerrados en M son aquellos tales que A C S con |A| < ky S.

Para matroides también tenemos la nocion de isomorfimo.

Definicién 3.15. Sean (Ey, %) y (E2, #) dos matroides, decimos que son
isomorfas si existe una funcién biyectiva f : Fy — Fs tal que A € Zsiy sélo
si f(A) € # para todo A C Fj.

Decimos que una matroide (£, .#) es vectorial si es isomorfa a una matroi-
de definida como en el Ejemplo 3.8. No todas las matroides son vectoriales,
vamos a probar ésto con un ejemplo.

Ejemplo 3.16. Sea S = {A,B,C,D,E,F,G, H,I} y definiremos p : 2° — Z
apoyandonos en el siguiente diagrama

D E F

| X|, si|X|<2
p(X) =<2, si X es tres puntos que forman una de las lineas;

3, en otro caso.

Vamos a probar que p cumple los axiomas de rango.
Para el primer axioma, notemos que en los tres casos se cumple 0 <
p(X) < |X| para todo X C S.
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Para el segundo axioma, sean X,Y C S con X C Y. Se puede verificar
de manera inmediata que se cumple p(Y) > p(X), tomando caso por caso
para | X| =0,1,2, p(X) =2 con |X| =3y p(X) = 3.

Sean X,Y C S, vamos a proceder a demosrar el tercer axioma caso por
caso para los posibles valores de p(X) y p(Y'). Como los casos son simétricos,
sélo probaremos los casos con p(X) > p(Y).

e Si tenemos p(X) = 3 entonces p(X UY) = 3. Como p(Y) > p(X NY),
tenemos que p(X) + p(Y) > p(XUY)+ p(X NY).

e Sitenemos p(Y) = 0 entonces Y = () porloque XNY =0y XUY = X
y se verifica que p(X) +p(Y) > p(X UY) +p(X NY).

e Si tenemos p(X) =1y p(Y) = 1 entonces tenemos que |X| = |Y]| =
1. Si tenemos p(X UY) = 2, entonces X # Y, en tal caso tenemos
X NY = 0. Si tenemos p(X UY) = 1, entonces tenemos X =Y, en tal
caso se tiene p(X NY) = 1. En ambos casos tenemos p(X) + p(Y) >
p(XUY)+p(XNY).

e Si tenemos p(X) = 2y p(Y) = 1, se cumple |Y| = 1. Si tenemos
Y C X, tenemos que XUY = X y XNY =Y, por lo que se cumple el
tercer axioma. SiY ¢ X tenemos X NY = () y entonces p(X)+p(Y) =
3> p(XUY)+p(XNY).

e Por dltimo, si p(X) = p(Y') = 2 tenemos que, para que no se cumpla el
tercer axioma, se debe cumplir que p(X UY) =3y p(X NY) =2. Ya
que tenemos | X NY| > 2, tomemos dos puntos distintos p1,ps € XNY.
Tenemos que debe existir un punto ps en X o en Y tal que pq, ps, p3 no
formen una liena, pues de lo contrario p(X UY') < 2. Tendriamos que
X oY contienen tres puntos que no forman una linea, lo que es una
contradiccién con p(X) = p(Y) = 2.

En todos los casos se cumple el tercer axioma de rango, por lo que p es en
efecto la funciéon de rango de una matroide.

La matroide definida no es vectorial pues no cumple el teorema de Pappus,
que es un conocido teorema de geometria proyectiva que nos pediria que
p({G,H,I}) =2 (que G, H, I sean colineales).

Ejemplo 3.17 (Matroide de ciclos).

Dada una gréfica G = (V, E), consideremos S = E y los conjuntos indepen-

dientes en nuestra matroide seran los conjuntos de aristas que no contienen

ciclos (a las subgraficas que se generan asi se les conoce como bosques).
Vamos a probar que el objeto definido es una matroide. Los primeros dos

axiomas de matroides se cumplen de manera directa, vamos a probar el tercer
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axioma. Supongamos que tenemos dos bosques A; y Ay con |A;| = |As] + 1.
Cada componente conexa de A, debe ser un arbol por ser conexa y sin ciclos.
Como A; tiene mas aristas que Ay, no es posible que cada componente conexa
de A; esté contenida en alguna de A,, si alguna arista v de A; conecta 2
componentes conexas distintas de A, entonces podemos agregar la arista v a
nuestro bosque Ay y no generaremos ciclos, obtenemos que nuestra coleccion
de subconjuntos de S si nos define una matroide.

Los circuitos en esta matroide son los ciclos: Si algiin conjunto de aristas
no es independiente entonces contiene un ciclo; si un circuito contuviese un
ciclo y alguna otra arista, al borrar esa arista seguirfa existiendo nuestro
ciclo, por lo que tendriamos una contradiccion con la definicién de circuito y
si se tiene un ciclo, al borrar cualquier arista se obtiene un arbol.

Vamos a trabajar con el polinomio de Tutte principalmente en graficas,
para poder hacer esto definiremos las nociones de puente, lazo, contraccion
y borrado o restriccion en matroides.

Definicién 3.18. Un lazo en una matroide M es un elemento e € S tal que
{e} ¢ 7.

Los lazos en la matroide de ciclos coinciden con los lazos definidos en
teoria de graficas.

Definicién 3.19. Un puente en una matroide M = (E,.#) es un elemento
e € E tal que para todo A € . se cumple {e} UA € 7.

Los puentes en la matroide de ciclos corresponden con los puentes defini-
dos en teoria de graficas.

Definicién 3.20. La restriccién a E C E de una matroide M = (E,.%),
con funcién de rango p, es la matroide M = (E , I ) con funcién de rango
ps donde p; es la restriccién de p a subconjuntos de E. A esto se le denota
como M \ S donde S := E \ E. Borrar un elemento e se refiere a tomar la
matroide restringida a F \ {e}, es decir tomar M \ {e}.

Los axiomas de rango se mantienen ciertos para ps, por lo que nuestra
definicion si es en efecto la de una matroide.

Observemos que con esta definicién, la matroide asociada a borrar un
arista de la matroide de ciclos de GG coincide con la matroide de ciclos obtenida
después de borrar una arista de G.

Definicién 3.21. Dada una matroide M = (E,.#) con funcién de rango

p, la contracciéon de un subconjunto 7' C F es la matroide cuyos elementos
son E\ T y funcion de rango p(A) := p(AUT) — p(T),VA C S\T. A la
contraccion de T la denotaremos como M/T.
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Proposicién 3.22. M/T es una matroide.

Demostracion. Vamos a probar que la funcion p, cumple los axiomas de
rango. Notemos que p(AUT) > p(T'), por lo que p > 0. Como p(A)+p(T) >
p(AUT)+ p(ANT) tenemos que

|Al > p(A) =2 p(A) = p(ANT) > p(AUT) — p(T),

por lo que se cumple |A| > p(A) paratodo A C E\T. Sitenemos X, Y C E\T
con X C Y, entonces tenemos p(X UT) < p(Y UT) por lo que tenemos
p(X) < p(Y). Sean X, Y C E\ T, utilizando el tercer axioma de rango con
XUT yY UT obtenemos

pP(XUYUT)+p((XNY)UT) <p(XUT)+p(YUT).
Restando p(7T") a ambos lados obtenemos
p(XUYUT)—p(T)+p((XNY)UT)—p(T) < p(XUT)—p(T)+p(YUT)—p(T),
con lo que concluimos que
PXUY)+p(XNY) < p(X) +p(Y).
Como p cumple los axiomas de rango, tenemos que M /T es una matroide. [J

De manera similar a la restriccion, contraer aristas en G corresponde a
contraer la arista en su respectiva matroide de ciclos.

Proposicién 3.23. Sea M = (E,.%) la matroide de ciclos de G = (V, E),
sea My = (E '\ {e}, #) la matroide obtenida al contraer e € E de M, sea
My = (Es, %) la matroide de ciclos de G/e, entonces My y My son isomor-

fas.

Demostracion. Primero notemos que ambas matroides My y M, tienen |E \
{e}| elementos, vamos a ver que hay una biyeccién entre sus conjuntos in-
dependientes. Podemos tomar una funcién f : E \ {e} — FE5 de modo que
esocia cada arista e; € F '\ {e} a la arista que queda despues de contraer e
en G, dicha funcién es biyectiva. Observemos que f(A) = (AUe)/e.
Supongamos que e es un lazo. En este caso ambas, M; y M,, corresponden
con la matroide de ciclos cuando borramos e de GG asi que son isomorfas.
Supongamos que e = {u,v} € E no es un lazo. Sea p; la funcién de rango
de M;. Supongamos que A C E'\ {e} cumple que p;(A) = |A|, entonces se

tiene
Al = p1(A) = p(AU{e}) — p({e}) = p(AU {e}) — 1.
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Como tenemos p(A U {e}) = |A| +1 = |A U {e}|, entonces tenemos que
A U {e} no contienen ciclos. Esto nos dice que no hay un camino de u a v
que no utilice a e en AU {e}.

De manera semejante si no hay un ciclo en f(A) = (AU {e})/e, no hay
caminos con aristas que comiencen y terminen en un mismo vértice, por lo
que tampoco puede haber un camino en A que empiece en u y termine en
v ni un ciclo. Tenemos que p(A U {e}) = |A| + 1 por lo que p1(A) = |A] y
entonces terminamos con A € .. O

3.3. Polinomio de Tutte

En esta seccién definimos y establecemos propiedades basicas del polino-
mio de Tutte. Como se mencioné antes, este invariante de matroides es muy
util en el estudio de propiedades combinatorias de graficas. Estas propieda-
des cumplen una recursion bajo las operaciones de contraccién y borrado.
Casos particulares importantes de este polinomio son el niimero cromatico
y el niimero de orientaciones aciclicas. Describimos la relaciéon con estos dos
nimeros.

Definicién 3.24. Dada una matroide M = (E,.#), el polinomio de Tutte
T(M;z,y) se define de manera recursiva:

e Si E = () entonces T'(M;x,y) = 1.
e Si e € F es un puente entonces T'(M;x,y) = 2T (M \ e; x,y).
e Sie € E esun lazo entonces T'(M;x,y) = yT' (M \ e; x,y).

e Si e € F no es un lazo ni un puente entonces T'(M;x,y) = T(M \
e;x,y) +T(M/e;x,y).

En principio no es claro por qué el polinomio de Tutte no depende del
orden en el que elegimos los elementos a eliminar. Para demostrar ésto vamos
a utilizar algunas herramientas adicionales.

Existe una definicién distinta del polinomio de Tutte, que es 0 en gradficas
Nno conexas.

Definicién 3.25. Dada una grifica G = (V,E) y su matroide de ciclos
M = (E, %), el polinomio de Tutte T} (M; x,y) se define de manera recursiva
como sigue.

e SiE=0 y |V| = 1 entonces T1(M;$ay) =1
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Si E=0y |V|>1entonces T\ (M;x,y) = 0.

Si e € E es un puente entonces T'(M; z,y) = 2T (M/e; x,y).

Sie € E es un lazo entonces T'(M;z,y) = yT' (M \ e; z,y).

Si e € E no es un lazo ni un puente entonces T'(M;x,y) = T(M \
e;x,y) + T(M/e;x,y).

Observaciéon 3.26. En realidad ambos polinomios T'(G; z,y) v T1(G; x, y)
son iguales cuando G es una grafica conexa, pues al calcularlos recursivamente
llegamos al mismo resultado.

Ambos polinomios seran utilizados posteriormente en este capitulo.

Definicién 3.27. La funcién generadora de rango de una matroide M =
(E, ), con funcién de rango p, es el polinomio en dos variables

R(M;u,v) i= 3 at®) o)yl A=),
ACE

Vamos a probar que el polinomio de Tutte T'(G;x,y) es en efecto un
polinomio.

Teorema 3.28. El polinomio de Tutte de una matroide M = (E,.%) se
determina de manera unica como

T(M;z,y) = R(M;z— 1,y —1).

Demostracion. Sea p la funcién de rango de M. Vamos a verificar que las re-
currencias del polinomio de Tutte se cumplen para nuestra funciéon R(M;z —

17y_1>

e Si tenemos E = () entonces R(M;z — 1,y — 1) = 1. Se cumple el
primer punto pues la funcién generadora de rango es 1 cuando no hay
elementos.

e Sie € E es un puente entonces R(M;z — 1,y — 1) = xR(M \ {e};z —
Ly—1).

Prueba: Sea p; la funcién de rango de M \ {e}. Sea A C E, tenemos que
si e € A entonces, como e es un puente, al retirarlo de A se reduce en 1
la cardinalidad de cualquier conjunto independiente maximal en A y por lo
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tanto tenemos p(A) = p1(A\{e})+1. Sie ¢ A entonces p(A) = p1(A). Luego
podemos partir la suma que aparece de la funcién generadora de rango

R(Miz—1y—1)= 3 (x— 1By — 1)lal-s)
ACE\e

+ Z (2 — 1)PE)=P(A) (g _ 1)l Al=p(A),
A:ec ACE

Como p(E) = p(E \ {e}) + 1 se sigue que si e € A entonces
p(E) = p(A) = pr(E\ {e}) — pr(A\ {e}),
Al = p(A) = [A\{e}] = pr (AN {e}).
Obtenemos
R(M;z—1,y—1) = Z (z — 1)/ EMeD+LI=p1(A) () _ 7)lAl=pa(4)
ACE\e

+ Z m(E\{e}) 01(A\{6})(y _ 1)|A\{e}\—pl(A\{e})'

A:ec ACE

Como se cumple {A\ {e}le € A C E} = {A C E\ {e}} entonces podemos
reagrupar nuestra suma en

ROMiz—1Ly—1)=(z—1+1) 3 (z— )rOMD-nA)(y _ 1)la-n(
ACE\e

. Z yPr AN =p1(A) () _ 1)l Al=p1(4)
ACE\e
=aR(M\{e};z -1,y —1).
e Sie € Eesunlazo entonces R(M;x—1,y—1) = yR(M\e;z—1,y—1).

Prueba: De nuevo dividiremos nuestra suma en la funciéon generadora de
rango

R(M; z—1,y— 1) _ Z (l‘ _ I)P(E)—P(A)(y _ 1)|A\—P(A)
ACE\e

+ Z 1)PE)=p(A) (g — 1)lAI=p(A)
A:ec ACE

Se cumple que
p(A) = p(AU{e}) — p({e}), VAC E,
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Asi que, si p; es la funcién de rango de M \ {e} se tiene

RMiz—1,y—1)= 3 (z— D)D)y _ )lal-n()

ACE\e
+ Y (@ D AD ()AL (A )
A:ec ACE
=(y—1+1) 3 (z— DDAy )il

ACFE\e

=yR(M\{e};z -1,y —1).
e Si e no es un lazo ni un puente entonces

R(M;z—1,y—1)=R(M\e;x — 1,y — 1)+ R(M/e;x — 1,y — 1).

Prueba: Sea p; la funcién generadora de rango de M \ {e} y p2 la funcién ge-
neradora de rango de M/{e}. Reescribiremos de nuevo la suma en la funcién
generadora de rango

R(M;z—1,y—1)= Z (2 — 1)PE)=P(A) (g _ 1)l AI=p(4)
ACE\{e}

+ Z (z — 1)PE)I=p) (yy — 1)lAI=p(AD)
A:ecA

Como e no es un puente, existe una base a la que no pertenece, tenemos que
p(M) = p1(M \ {e}), para A C E \ e se cumple p(A) = p;(A).

Como e no es lazo ni un puente tenemos que pa(E/e) = p(EF)—1y para A
tal que e € A, pa(A) = p(A)—1. En esos casos obtenemos p(E) = pa(E/e)+1
y p(A) = p2(A\ {e}) + 1. Sustituyendo en los dos sumandos obtenemos

R(Miz—Ty—1) = 3 (z— )nE-mAy _ q)a-n
ACE\e
+ 3 (@ — )P oA gy _ q)lA/eb =1+,

A:ecA

por lo que obtenemos

R(M;z—1,y—1)=R(M\e;z — 1,y — 1)+ R(M/e;x — 1,y — 1).
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De este modo, como la funcién generadora de rango cumple las mismas
propiedades que T'(M; x,y), tenemos que T'(M; x,y) estd definido de manera
Unica sin importar el orden en que retiremos sus elementos y se cumple

T(M;z,y) = Z(w — 1)PE)=P(A) () _ 1)lAI=p(A)
ACE

Para nuestro estudio de férmulas entre cumulantes, queremos comprender
la demostracion de la férmula entre cumulantes clasicos y libres, asi como en-
tre cumulantes clasicos y booleanos. En ambas pruebas aparece una evalucion
del polinomio de Tutte. Nos interesa estudiar T1(G; 1, 0).

Definicién 3.29. Dada una grafica GG, una orientaciéon aciclica con raiz v es
una asignacién de direccién a cada arista de la grafica G, tal que para todo
vértice u € GG existe un camino de v a u respetando la orientaciéon y de modo
que la orientacién no contiene ciclos dirigidos.

Teorema 3.30. Sea G = (V, E) una grdfica, T1(G;1,0) cuenta la cantidad
de orientaciones aciclicas con raiz de G.

Demostracion. Fijemos un v arbitrario en G. Sea f(G) nuestra funcién que
cuenta las orientaciones aciclicas.

Si G tiene mas de una componente, no hay orientaciones aciclicas con
rafz, por lo que f(G) = 0.

Si G tiene un lazo, entonces todas las orientaciones contendran un ciclo
por lo que f(G) = (0)f(G \ e).

Si GG contiene un puente e € E, como G es conexa, al quitar el puente
deben formarse exactamente 2 componentes conexas. Como v sélo puede per-
tenecer a una de las 2 y debe haber una trayectoria en G' de v a cualquier otro
vértice, entonces la orientacién del puente queda determinada y obtenemos
1(G) = F(G]e).

Si e no es un puente ni un lazo entonces consideremos la grafica G \ e. En
dicha grafica, consideremos una orientacién aciclica.

Sean vy y vy los dos extremos de e. Si no podemos agregar la arista dirigida
(v1,v2) a la orientacién de G\ {e} sin crear un ciclo, quiere decir que hay
un camino de vy a vy, pero entonces no puede haber un camino de v; a vy
pues la orientacién de G \ e tendria un ciclo. En ese caso podemos agregar la
arista dirigida (vg,v1) a nuestra orientacion.

Si es posible agregar ambas orientaciones, podemos contraer a e sin obte-
ner un ciclo. Si consideramos una orientacion de G/e nos genera una orien-
tacion de G\ e donde podemos agregar cualquiera de las 2 orientaciones de
e. Utilizando principio aditivo obtenemos f(G) = f(G \ e) + f(G/e), con lo
que concluimos que f(G) = Tg(1,0). O
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En general el polinomio de Tutte generaliza una familia de funciones sobre
las graficas, vamos a definir dichas funciones.

Definicién 3.31. Una funcién f del conjunto de gréaficas a algin campo
K de caracteristica 0 es llamado un invariante cromético (o invariante de
Tutte-Grothendieck) si:

1. Si G no tiene aristas, entonces f(G) = 1.

2. Existe un par fijo A, B € K tal que

_ JAf(G\e), sieesun puente,
He) = {Bf(G\e), si e es un lazo.

3. Existen constantes o« # 0 y § # 0 tales que si e no es un lazo ni un
puente se tiene

f(G) = af(G\e)+ Bf(Ge).
Al siguiente resultado se le conoce como el teorema de la receta.

Teorema 3.32. Sea f un invariante cromdtico, con A, B, a, 5 como las cons-
tantes previamente mencionadas. Para todas las grdficas G = (V, E) se cum-

ple
A B

,ﬁ’a)’

donde k(G) denota el nimero de componentes conezxas de G.

f(G) = oEFVIHRHO gIVI=KE (¢

Demostracion. La férmula del teorema se cumple para las graficas sin aristas
pues |E| — |V|+k(G) =0—|V|+|V]| =0y |V] — k(G) = 0. Entonces se
cumple ol EI-IVIHHGO gIVIZKE (G 4, %) =1= f(Q).

Si G consiste de sélo ¢ puentes y m lazos, entonces G sin considerar los
lazos es un bosque pues todas sus aristas son puentes, asi que k(G) = |V|—|(|
y como |E| = ¢+ m tenemos |E| — |V|+ k(G) = m.

Cuando G consiste sélo de £ puentes y m lazos se deduce que

T(G;x,y) = z'y™.
Por un lado tenemos que

E _ mﬁé@
= A'B™,

A B
lFIIVIHKE) gIVIk@ (g 2 hd
« (6%

)m
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pero por otro lado las propiedades recusivas de f nos dan
f(G)=A'B™,

asi que el teorema es cierto cuando G esta conformado solamente por ¢ puen-
tes y m lazos.

Procederemos por induccién fuerte sobre el nimero de aristas en G. Si
e € F no es un lazo ni un puente, de la recursion de f y que k(G) = k(G\e) =
k(G/e), se sigue que

f(G) = af(G\e)+ Bf(G/e)

— aalFI- VIO gIVISK@ T (G o % g)

+ BalEIF1-IVIFIHKG) gIVISI=R@ (G e %, §>

= oFITVIHRO VKO T(G e S §)+T(G/e;%7§)]
alBI-IVIHK(@) gIVI=@ (. % %

Ahora procederemos a utilizar esta herramienta para ver la relacion entre
el polinomio cromético y el polinomio de Tutte de una gréafica dada.

Ejemplo 3.33. Vamos a probar que si tomamos f(G) = /\(,SfG’\) para toda

grafica (G, entonces f es un invariante cromatico.
Observemos que si e es un puente entonces

A=D1 x(G\e A
() = D= DeE ey

(A Da(G\ e

M\e(G\e)+1
— (- DFG )

Si G tiene un lazo entonces f(G) = 0.
Si e no es un lazo ni un puente, entonces:

(@) = MG ICIEND _ gy o) - (e).

Asi que f es un invariante cromatico con A =\A—-1,B=0,a =1, = —1.
Al despejar el polinomio cromatico del teorema de la receta obtenemos

2(G,\) = (—=1)VIHONO (G 1 — A, 0).
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Capitulo 4

Relaciones entre cumulantes

En el Capitulo 2 vimos cémo podemos escribir los momentos en términos
de cada tipo de cumulantes, asi como las férmulas para escribir a cada tipo de
cumulantes en términos de los momentos. En este capitulo vamos a estudiar
algunas férmulas para escribir unos cumulantes en términos de otros. Este
capitulo estd basado en el articulo [5].

En la Seccion 4.1 se establecen y prueban las férmulas de cumulantes
booleanos en términos de cumulantes monoétonos, cumulantes booleanos en
términos de cumulantes libres, cumulantes booleanos en términos de cumu-
lantes clasicos y cumulantes libres en términos de cumulantes clasicos. En
estas pruebas se utiliza un opreador cerradura y se utiliza fuertemente el
hecho de que I(n) € NC(n) C P(n).

En la Secién 4.2 se establecen y prueban las férmulas de cumulantes libres
en términos de cumulantes booleanos y cumulantes libres en términos de
cumulantes mondétonos. En estas pruebas se utilizan las funciones generadoras
definidas previamente en el Capitulo 2.

En la Seccion 4.3 se establecen y prueban las férmulas de cumulantes
clasicos en términos de cumulantes libres y cumulantes clasicos en términos
de cumulantes booleanos. En estas pruebas se utiliza el polinomio de Tutte
que se definié en el Capitulo 3.

4.1. Operadores cerradura

Ya que tenemos las relaciones entre cumulantes y momentos, podemos
despejar un tipo de cumulantes en términos de los momentos y después sus-
tituir los momentos con alguna de las otras féormulas entre cumulantes y
momentos.

Dada una funcién F' : A" — C, escribiremos F}, y F; para simplificar la
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redaccién al referirnos a F, (X1, ..., X,,) v Fr(Xy, ..., X,,) respectivamente.

Primero vamos a calcular la relaciéon entre cumulantes booleanos y cu-
mulantes mondtonos. Recordemos que en la definicién de cumulantes boo-
leanos aparecen particiones por intervalos y en la de los monétonos aparecen
particiones que no se cruzan; vamos a utilizar un operador cerradura para
relacionarlos.

Definicién 4.1. Dadas dos particiones o1, 09 € P(n), definimos el operador
A : P(n)x P(n) — P(n) de modo que oy Aoy es la mayor particion o3 € P(n)
tal que o3 < 01y 03 < 09.

Lema 4.2. Dados 01,09 € P(n), existe o1 A 03.

Demostracion. Sea ~q la relacién asociada a o1 y ~» la relacion asociada a
0. Vamos a definir la relacién ~3 en [n] de modo que, dados i,j € [n], se
tiene ¢ ~3 j si y s6lo si 1 ~q j y i~y 7.

Es una relacién de equivalencia, pues la simetria y reflexividad se cumplen
tanto en ~; como en ~jy. Para la transitividad tenemos que si z,y,z € [n]
son tales que x ~3 y y y ~3 2, entonces se cumple x ~q1 Yy, y ~1 2, T ~o Yy
y ~9 z. Por lo que se cumple x ~1 2 y x ~5 z, con lo que obtenemos x ~3 z.
Tomamos a o1 A 09 como la particién asociada a ~s3.

Sea v € P(n) una particién tal que v < oy y v < 09. Sean i, j € [n] tales
que ¢ ~, j, entonces tenemos que i ~; j y ¢ ~g j, por lo que obtenemos
i ~3 j. Ya que se cumple que i ~, j implica que ¢ ~3 j, tenemos que
v < o1 A\ og. ]

Ejemplo 4.3. Si tenemos

T = {{17 3}7 {2}7 {47 6}7 {57 8}7 {77 10}7 {9}}
o = {{1,3},{2,5},{4,6,7,8,9,10}},

obtenemos

T N\ Ty = {{17 3}7 {2}7 {47 5}7 {6}7 {77 10}7 {8}7 {9}}

Las respectivas representaciones lineales son

hida o
i velveSvwoll

™ N\ T2

2

68



Observacion 4.4. Si tenemos tres particiones m, 7, m3 € P(n) asociadas
a las relaciones ~q, ~o y ~s3, respectivamente, se cumple (m A 7)) A T3 =
m A (72 A 3). Esto sucede porque ambas particiones estdn asociadas a la
relacion ~y en [n] tal que, dados i,j € [n], se tiene i ~4 j siy sélo si i~ j,
1o jetln~g .

Con esto podemos utilizar la notacion m; A my A 73 sin riesgo a confusién.
Sean k € Ny mq,...,m, € N con k > 2. Usaremos la notacién

/k\ {ﬂ'k A (/\i.:ll ) sl k> 2;
T =

i T N\ Ty , 81 k= 2.

Definicién 4.5. Dadas dos particiones o1, 09 € P(n), definimos el operador
V: P(n)x P(n) — P(n) de modo que o1 Vo, es la menor particion o3 € P(n)
tal que o3 > 01y 03 > 0.

Lema 4.6. Dados 01,09 € P(n), existe o1 V 09 € P(n).

Demostracion. Notemos que in > 01y 1n > 09, asi que el conjunto A :=
{m € P(n)|r > 01,7 > 02} es no vacio.

Como P(n) es finito, numeramos A = {7y, ....,m; }. Por definicién, tene-
mos que dadas tres particiones o, 7,y € P(n), si se cumple que 7 > vy
o > 7 se tiene que ™ A 0 > 7, al aplicar esto para k elementos se obtiene

k k
N1 7 > 01y Nieq Ti > 02
Se cumple 7; > /\le m; para j = 1,...,k, por lo que /\f:1 =01 Voy. O

Ejemplo 4.7. Si tenemos

™ = {{17 3}7 {2}7 {47 6}7 {57 8}7 {77 10}7 {9}} y
m = {{1,3},{2,5},{4,6,7,8,9,10}},

entonces tenemos m; V m = {{1,3},{2,4,5,6,7,8,9,10}} y sus representa-
ciones lineales son

tecbobbtes obsebecdee

st 2

YRR ERR!

™ N\ Ty
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Podemos definir los operadores V y A para COPOs en general. Los COPOs
en los que siempre existen V y A para todo par de elementos, son conocidos
como latices. S6lo vamos a utilizar los operadores V y A como se definieron
para P(n), por lo que no profundizaremos més en propiedades de latices.

Observacién 4.8. Notemos que cada bloque de o A 09 estd conformado
por tomar la interseccion no vacia entre un bloque de o7 y un bloque de
09. Si tenemos 01,09 € I(n) C P(n), los bloques de ambas particiones son
intervalos y sus intersecciones seran intervalos. Se cumple oy A oy € I(n).

Observacién 4.9. Sean 01,09 € NC(n) C P(n), supongamos o1 A 0y ¢
NC(n). Es necesairo que existan z,y,u,v de modo que = > u >y > vy
x,y € V, u,v € W para algun par VW € o1 A gy con V # W. Esto nos
dice que existen bloques Vi, W, € o tales que x,y € V} y u,v € W; y como
tenemos o0 € NC(n), se debe cumplir V; = W;. Andlogamente obtenemos
que x,y,u,v pertenecen a un mismo bloque de o5. Tendriamos que z,y, u, v
pertenecen a un mismo bloque en oy y 0, por lo que pertenecen a un mismo
bloque en o1 A g9, lo cual es una contradiccion.

Concluimos que si tenemos 01,09 € NC(n), entonces se tiene o1 A 0y €
NC(n).

Definicién 4.10. Definimos el operador cerradura”: P(n) — I(n) como la
funciéon que a 7 le asigna la menor particion por intervalos 7 tal que & > .

Lema 4.11. Existe © para todo m € P(n).

Demostracion. Sea m € P(n). Consideremos el conjunto A = {o € I(n)|oc >
7}. Como 1,, > 7, tenemos que A es no vacio. Como P(n) es finito, numera-
mos a A como A = {0y, ..., 01} para algin k € N. Observemos que la particién
/\;?:1 o, pertenece a I(n) pues A C I(n). Tenemos que o; > /\f:1 o; > T para
j=1,..k

Concluimos que /\f:1 0, es la menor particion por intervalos que es mayor
o igual que 7, es decir /\?:1 op = T. O

A las particiones m € P(n) que cumplen 7 = 1,, las llamamos irreducibles.
Para m € NC(n), esta definicion de irreducible coincide con la Definicién
2.34. Denotamos al conjunto de particiones irreducibles como Pj..(n) y a las
particiones irreducibles contenidas en NC'(n) como NCj..(n).

También definiremos un operador cerradura para las particiones que no
se cruzan.

Definicién 4.12. Definimos el operador cerradura™: P(n) — NC(n) como
la funcién que a 7 le asigna la menor particién que no se cruza 7 tal que
T > .

70



Lema 4.13. Existe © para todo m € P(n).

Demostracion. Seaw € P(n). Consideremos el conjunto A = {c € NC(n)|c >
7}. Como 1,, > 7 para todo 7, tenemos que A es no vacio. Como P(n) es fi-
nito, numeramos los elementos de A como A = {0y, ..., 0} para algin k € N.
Observemos que la particién /\?:1 oy pertenece a NC'(n) pues A C NC(n).

k .
Tenemos que o; > /\j:1 op > mparat=1,.., k.
. k o ez
Concluimos que A;_, 04 es la menor particién que no se cruza que es

mayor o igual que 7, es decir /\;?:1 o) = T. O
Ejemplo 4.14. Si tenemos

7=1{{1,4,7,8,11},{2,6},{3,5},{9,10},{12,13,16},{14,15}},
obtenemos

#={{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, {12, 13, 14, 15, 16} },
7 ={{1,2,3,4,5,6,7,8,11},{9, 10}, {12, 13, 16}, {14, 15} },

con sus respectivas representaciones lineales

“Tf.ﬂ“ﬂlﬂm llllllll}lllllll
" TITIRLTAL

™

Ahora tenemos las herramientas necesarias para probar los teoremas de
esta seccion.

Teorema 4.15. Sea (A, ¢) un EPNC, sea (Xi,...,X,) € A". Se cumple la
relacion

1
Bn(X1,...,X,) = Z —— Ha (X1, s Xo).

WENC(’I’L)M‘T T(Tr) ’

Demostracion. Definamos la serie auxiliar de funciones B,, : A" — C como

R 1
B, = Z T(m!Hﬂ.

TENCirr(n)

Extendemos én a gﬂ de manera multiplicativa. Probaremos que f?n =B,
para todo n € N.
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Si m € P(n) tiene bloques Vi, ..., Vi, entonces se cumple

k
My =[] My,
j=1

Sustituyendo cada M)y, por lo que obtenemos en la férmula entre momentos
y cumulantes booleanos, obtenemos

1
Mﬂ-: Z Z mHgl'”Hak

(e, A)EM(VI])  (ok, k) EM(I Vi)

1
= > > (01)!”‘7(%)!]101...}]%.

c1ENC(IVh|)  oreNC(|Vk])

Como 7(m)! 'y H,, se extendireon de manera multiplicativa, obtenemos
M.= ) L g
T (o)
ceNC(n),o<m

Si tenemos particiones 0 € P(n) y m € I(n) con o < m, se cumple ¢ < 7.
Reescribimos la suma anterior, obteniendo

1 .
M= > (> T(J)!Hg)z > B,

p€l(n),p<m  0c€NC(n),6=p pEl(n),p<m

Si utilizamos la formula de inversion de Mobius, obtenemos que

ZHI = By.

wel(n
]

Notemos que en la prueba utilizamos que I(n) € NC(n). Podemos repetir
el mismo procedimiento cambiando ) —=H, por R(m) o por K(m).

Teorema 4.16. Sea (A, ¢) un EPNC, sea (Xq,..., X,,) € A". Se cumplen las
relaciones

Bu(X1,. Xo) = Y Ra(Xy,...Xy),

TENCirr(n)

B,(Xy, .., X Z Ko (X1, ..., X0).



A~

Demostracion. De nuevo tomemos series auxiliares de funciones B,, B
A" — C, esta vez definidas como

* .
n -

Bu(X1,.s Xn) = > Re(Xy,., X,),
TENCirr(n)

Bi(X1,.. Xp) = Y P(Xy,.., X,).
TE Pirr(n)

Extendemos B, y B a B, y B*, para m € P(n), de manera multiplicativa.
Si m € P(n) tiene bloques Vi, ..., Vj, entonces se cumple

k
M, = [[ My,
j=1
Por las férmulas entre momentos y cumulantes obtenemos

M= > .. >  Ry-Ry,

c1ENC(|V1])  oxreNC(|Vi])

M= > Y KK,

o1€P([Val)  ok€P(|Vil)
Como extendimos a R,, y K, de manera multiplicativa, obtenemos

M,= Y R,

ceNC(n),o<m

M, = Z K,.

c€P(n),o<m

Si tenemos particiones 0 € NC(n) o o0 € P(n) y m € I(n) con o < 7, se
cumple ¢ < 7. Agruparemos las sumas anteriores en

M, = Z ( Z Ro‘)a

pel(n),p<m ceNC(n),6=p

M= > () K,

pEl(n),p<m c€P(n),6=p

Obtenemos



Si utilizamos la formula de inversién de Mobius en ambas ecuaciones
obtenemos que
B, =B’ = E wr(0,1,) M, = B,.

wel(n)

]

Del mismo modo, como tenemos NC(n) C P(n), calcularemos la férmula
entre cumulantes libres y cumulantes clasicos.

Teorema 4.17. Sea (A, ¢) un EPNC, sea (Xi,...,X,) € A". Se cumple la
relacion

Ry(X1,n Xo) = Y Ki(Xy,., X).

7E Peon(n)

La demostracion de este teorema es analoga a la demostracién del teo-
rema anterior, utilizamos el operador cerradura ~ en lugar del operador
,por lo que se omitira la prueba.

4.2. Relaciones obtenidas utilizando funcio-
nes generadoras

Dado un EPNC (A, ¢) y X = (X4, ..., X,,) € A", utilizaremos las funcio-
nes generadoras multivariadas definidas en la Seccion 2:

BX(Z) = Z Z Bn(Xi17'~'7Xin)zi1~ﬂzin7

Dadost € Ry X = (X1,..., X,,) € A", definimos X (t) = (X1 (t), ..., Xp(t))

de manera formal, para que se cumpla la relacién

Hn(le (t), ceey in (t)) = tHn<X“, ceey in),

74



o de manera equivalente
t\ﬂl
TEM(n)
para toda eleccién de (i, ..., 0,) € [r]™.

Definicién 4.18. Dado un EPNC (A, ¢), un natural » € N y un vector
X € A", podemos definir las funciones

Mx(t,2) :=Mx(2),
Mx(t,7) =2 M (t,2) = (21 Mx (£, ), ..., 2 Mx(t, ),
Hx(7) :=ZHx (2) = (21Hx (), ... 2o Hx (3)).

Notemos que Mx(0,2) =1y Mx(0,2) = Z.

Teorema 4.19. Dado un EPNC (A, ¢), un natural r € N y un vector X €
A", se cumplen las propiedades

%MX( 7) =Hx(Mx(t, 7)),

Mx(t + S,Z) = Mx(t,Mx(S,Z)).

Demostracion. Para la primera parte vamos a comparar los coeficientes en
cada lado de la igualdad. Vamos a proceder desarrollando ambos lados. Co-
menzaremos por el lado izquierdo de la igualdad

d

d
EMX@’ 7= dt

—(z1Mx (t,2), ..., 2:Mx(t, 2)).

La entrada j-ésima es
d . d -
THMx(t.2) = 2 (1+ ST MuX (1), X (8)2, 2.

Si sustituimos utilizando la relacién entre momentos y cumulantes monéto-
nos, obtenemos

( MX Z]dtz Z Z ﬂ- 117"'7Xin)2i1"'zin'

n=14y,..,in€[r]" TENC(n

El coeficiente de z;z;,...2;, es

n

=1
3 (X X)),
T\T)!




Del lado derecho tenemos
Hx (Mx(t,2)) = Hx(z21Mx (L, 2), ..., 2, Mx(t, 2))
= (a1 Mx(t, ) Hx (Mx(t, 7)), ..., 2r Mx (¢, 2) Hx (M x (¢, 2))).
La j-ésima entrada es

(HX(Mx(t, Z)))j = ZjMx(t, z)Hx(ZlMx(t, g), ceny Zer(t, 5))

= Z](l + Z Z Mn(Xi17 ceey Xiko)zil"‘ziko)

ko=111,.. ,ikOE[T‘}

Z > Hu(Xy, o X5,) 2 Mx(2)...25, Mx (2))
ml.]17 7]m€[T]

Nos interesa saber el coeficiente de z;z;,...2;,. Usando la férmula entre
cumulantes mondétonos y momentos obtendremos un coeficiente de la forma

DR DI | (J o

m=1 ko,kl,...ka[n], =0 0,ENC(k
ko+ki+...+km+m=n

Donde los argumentos de las funciones se omitieron dada la longitud de
la suma. Agrupamos los factores H,, y H,, obtenemos un H,, para algin
7 € NC(n). Escribiremos el coeficiente de z;z2;,...2;, de la forma

> a(mttH,

TeENC(n)

Sea ™ € NC(n) una particién fija y supongamos que dicha particién tiene
bosque de anidamiento con arboles t1, ..., tx, por lo que [t1] + ... + |tx]| = |7|.
Tomemos un t; fijo y sea v;, su vértice raiz. H,, aporta con un bloque
al producto H,, pero debe ser un bloque asociado a una raiz y el resto de
bloques los obtenemos de las H,,s. Sumando los casos en los que la raiz con
la que aporte H,, sea v; obtenemos
p

1 L
a(r) = AR
Por la recursiéon del arbol factorial tenemos

7—1 - |tl| 1
a(m) =y (). 11 (t;)!

=1




Como tenemos [t1]| + ... + |tx| = |7|, obtenemos

( |7T|t|7r|—1
o\ ) = =
5:1 7(¢5)!

Como el arbol factorial es multiplicativo concluimos

t|7r|—1
ol

T(m)!

Definamos

Para el segundo resultado, tomemos s € Ry X = (X,

f R —= (Cllz1, ..., 2]]),
f(t) :=Mx(t+s,7),

asi como

g:R = (Cllz1, .., z]])"s
g(t) = Mx(t,Mx(S,g)).

Por el primer resultado tenemos

d
Ef(t) = Hx(f(1)),
(1) = Hx(g(1))
Tenemos
9(0) = MX(OaMX(87 Z)) = MX(87 5)7
f(0) = Mx(s,2) = g(0).

., X)) fijos.

Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales (teorema

de Cauchy-Lipschitz), concluimos que f(t) = g(t).
Dado un vector X = (X,

X = ()2'1, e )N(T) de modo que se cumpla la relacién

Rn(Xila ceey in) == —B(Xz'l, ceey Xin),

para toda eleccion de iy, ..., i, € [r]

Lema 4.20. Para cualquier X € A" y cualquier (i, .., i,) € [r]

Ba(X

il’ ..

) - _Rn(Xip ceey X2n>7
H,(X;

'7Xin
,in) — Hn(Xi17 ,in)

19 °°
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Demostracion. Notemos que la primera afirmacion es equivalente a demos-
trar que Bg(Z) = —Rx(Z). Recordemos que por el Teorema 2.52 se cumple

Bx(Z)Mx (%) = Mx (%) — 1.

De la definicién de X obtenemos la relacién —Rg (%) = —Bx(Z). Sustitu-
yendon esto en la ecuacion anterior obtenemos

—Rx()Mx(?) = Mx(?) — 1
Si sustituimos 2’ por M ¢ (2) tenemos
—Rx (Mx(2)) Mx(Mx (7)) = Mx(Mx (7)) =1

Por el Teorema 2.57 tenemos Rx (M x(2)) = Mx(%) — 1, sustituyendo esto
obtenemos

—(Mx(2) = DMx (M (2)) = Mx(Mx(2)) - 1.

Despejamos

es decir

Mx(Mx(2)) = —. (4.2.1)
Recordando la definicion de M tenemos que
Mx 0 My (2) = (5:Mx () Mx (M ()i

Juntando las dos ecuaciones anteriores se sigue que

Mx o Mx(2) = (2iMx(?)

Se cumple
Mx oMx(2) =72 (4.2.2)

=

Ahora, vamos a sustituir Z por M (Z) en el Teorema 2.57, de modo que
obtenemos

Rx(Mx(Mx(2))) = M(Mx(2) — 1.

Sustituyendo por lo que obtuvimos en las Ecuaciones 4.2.1 y 4.2.2 obtenemos

Rx(2) = —1. (4.2.3)



Como del Teorema 2.52 tenemos la relacién
Bx(Z)Mx(Z) = M (2) — 1,

obtenemos 1
—By()=— —1
lo cual, junto con la Ecuacién 4.2.3, implica
—Bx (%) = Rx(?).

Para probar la segunda relacién utilizaremos la propiedad de flujo de
Mx(t,Z), parat =1y s = —1, se sigue que

Mx(0,2) = Mx(1, Mx(—1,72))
7= Mx(Mx(-1,2))).

Se cumple Mx o Mx1y = Id y como Mx o Mg = Id tenemos que
X = X (—1), en distribucién respecto a ¢, por lo que:

Ho(Xi,, o0 X ) = Hy(Xi, (—1), ..., X,

(—1)) = —Hy (X1, ... X).

19 °°

]

Utilizando el lema anterior obtenemos la relacién cumulantes libres-cumulantes
mondtonos

- ~ 1 ~
—Ry(X1, .. X,) = By(X1,., X)) = Y (X X)
TE Lirr (M)
—1)lxl=1
= Z ( ) HW(X:l? 7Xn)7

Weﬂ'irr(n)

(=1
Ry(X1,.. Xo) = Y i Hi(X1,.. X,).
ﬂeﬂirr(n) '

Como corolario obtenemos la relacién cumulates libres-cumulantes boo-
leanos

—Rn(X1,7Xn) :Bn<X1,,Xn) - Z RW(X}X}L)

WENCZ'TT(?’L)
= ) (—DB(X . Xy,
TENCipr(n)
Ry(X1,.n Xo) = Y (DB (X, ., Xy)
TENCirr(n)
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4.3. Relaciones obtenidas utilizando el poli-
nomio de Tutte

Vamos a asociarle varias graficas a una particién, podemos visualizar
como se construyen estas graficas observando la representacion lineal de 7.
Para esta seccion utilizaremos los resultados del Capitulo 3.

Definicién 4.21. Sea m € P(n).

1. Definimos la gréfica de cruce G(w) := (V, E) de 7, donde el conjunto
de vértices V = {V1, ..., Vjz} estd indexado por los bloques de 7 y un
arista conecta a los vértices V; y V; si y sélo si los bloques se cruzan,
es decir, W = (V;,V;) € (P(V;UV;)\ NC(V; UV))).

2. Definimos la gréfica de antiintervalos G(r) := (V, E) de 7, donde el
conjunto de vértices V' = {Vi, ..., Vi } estd indexado por los bloques de
7y una arista conecta a los vértices V; y V; siy sélosi W = (V,,V}) €
(P(ViUV)\I(V;UV))).

3. Dada una grafica G = (V, E) y m € P(V), definimos la funcién i(E, )
como la cantidad de aristas e € FE tales que ambos extremos de e
pertenecen a un mismo bloque de 7.

Ejemplo 4.22. Consideremos la particion
m={{1,3},{2,5,8},{4,6}{7,10},{9, 13}, {11,12}{14, 16}, {15, 17,18} }.

Obtenemos las representaciones

mimahaldall AN A
G () G(m)

™

Definicién 4.23. Sea G = (V, E) una grifica y 7 € P(V) una particin.
Definimos i(F, 7) como la cantidad de aristas que tienen ambos extremos en
un mismo bloque de 7.

El siguiente teorema fue demostrado en [6]. Vamos a utilizar el polinomio
de Tutte de la Definicién 3.24

Teorema 4.24. Sea G = (V| E) una grdfica. Se cumple

1 . R
i(E,m) o
(q . 1)‘v|71 Z q :uP(ﬂ-? 1) -
TeP(V)

{T(G; 1,q), si G es conexa,

0 en otro caso,

con la convencién de que ¢° =1 para ¢ = 0.
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Demostracion. Llamemos Ug al lado izquierdo de la igualdad. Vamos a pro-
bar que el lado izquierdo cumple la recurrencia del polinomio de Tutte.
Sea e un lazo, entonces se cumple que i(E, 7T) —1=14(E\{e},m). Se tiene

(q—l 5 2 4 i):C"[(q—l vars 2 ¢ e DL

TFEP(U) TI'EP(’U

Si e es un lazo, se cumple Ug = qUg/.. Supongamos que e no es un lazo,
entonces se tiene

1 . 4 A
Y [ — giEem
(¢ — V@1 la a Jpp (. 1).
TeP(V)

Ug —Ug\e =

En la suma se cancela el coeficiente de todos los 7 en los que ambos extremos
de e no se encuentran en un mismo bloque de 7. Si ambos extremos se
encuentran en un mismo bloque, podemos asignarle a 7 una particion @ €
P(V(G/e)) tal que identificamos ambos extremos de e en un mismo elemento
de 7. En ese caso se tiene i(E,7) = i(E/e,m) + 1 y ademas pup(m, 1jyv|) =
Mp(ﬁ', 1|V(G/e)|)‘ Se cumple

1 . .
— - - E i(E/em)[, _ 5
UG’ UG\@ - (q _ 1)\V(G)\fl q [q 1]/”LP(7T7 1)
#eP(V(G/e))

1 ‘ . N
— i(E/ef) -
- ( )\V(G/e)\—l Z q ,uP(ﬂ-a 1)
#eP(V(G/e))

Siempre que e no sea lazo se cumple Ug = Ug\e + Ugye.

Para cooncluir, podemos calcular Ug recursivamente borrando y contra-
yendo aristas hasta que obtengamos una suma de Up’s con distintos coefi-
cientes, tales que H es una gréfica sin aristas. Si G no es conexa, entonces
no podemos obtener un sélo vértice al contraer y borrar aristas de G. No-
temos que si H es una grafica sin aristas y mas de un vértice, entonces
i(FE(H),m) = 0 siempre, por lo que

1 :
Un = w2 #e(m D)

reP(V(H))

como |V(H)| > 1, por la definicién de la funciéon de Méobius obtenemos
U = 0. O

Teorema 4.25. Sea (A, ¢) un EPNC, sea (Xi,...,X,) € A". Se cumple la
relacion

Ko(Xy, 0 Xa) = Y (=D)F'T(G(r);1,0) Ba(Xy, ..oy Xo).

TEPirr(n)
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Demostracion. Utilizando la relacién entre cumulantes clédsicos y momentos
obtenemos

TEP(n)
Sustituyendo con la relacién entre momentos y cumulantes booleanos, se
obtiene

Kn = Z ,u(ﬂ-v in>BU

o,m€P(n),c=3m

= 3" B> pplr, 1)),

oeP(n)  mro

donde escribimos 7 > o cuando m > o y se cumple que la restriccién |y €
P(W) es una particién por intervalos para todo bloque W € .

Tomemos un o € P(n) fijo y consideremos su gréafica de antiintervalos
G(r). Existe una biyeccién 7 — 7 entre las particiones {7 : 7 > o} y las
particiones 7 € P(V): Una particién m > o se obtiene pegando algunos
bloques de o, tomamos 7™ como la particién que pone en un mismo bloque
los vértices de bloques de o pegados en 7.

En el Teorema 4.24 para ¢ = 0, observamos que i(E,7) = 0 sélo para
aquellos ™ > o tales que 7 = 0. Como se tiene || = |7, tenemos pup(m, 1,,) =
11p(7, 1), Obtenemos

Z ILLP(T‘-’ in) = Z Oi(EJr):uP(Wv 171)

T >0
= D 0 pup(F, ).
7TeP(V)
Juntando esto con el Teorema 4.24 obtenemos
A T(G(r);1,q), si G(w) es conexa,

Zquln):{ (Glr)ita), i Gln)

e 0 en otro caso.
Como G/() es conexa s6lo para 7 € Py.(n), concluimos la prueba del teore-
ma. [

De manera semejante tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.26. Sea (A, ¢) un EPNC, sea (X1, ..., X,) € A". se cumple la
relacion
Ko(X1,.0 X)) = ) (=D)F'T(G(r);1,0)Ra( X, oo, X).
7T€Pcon(n)

La prueba de este teorema es andloga a la del teorema anterior y se
omitird.
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Capitulo 5

Sobre la formula de cumulantes
clasicos a cumulantes
monotonos

En el articulo Arizmendi et. al. [5] se deja abierto el problema de dar una
férmula para los cumulantes mondénotonos en términos de los cumulantes
clasicos. En este articulo se muestra que existe una féormula del tipo

Ko(Xy, oy Xn) = > B(m)Ha(X1, ., Xo),

TEP(n)

dénde los coeficientes (m) dependen de una gréfica dirigida asociada a ,
é(ﬂ'), que sélo depende de cudles bloques se anidan y cudles se intersecan.
En este sentido, se espera que ((m) coincida con alguna evaluacién de un
polinomio similar al polinomio de Tutte, 3(G()).

En la Seccién 1 de este capitulo revisaremos las observaciones en [5] y
en la Seccion 2 mostraremos dos resultados nuevos, Teorema 5.14 y Teorema
5.17, acerca de propiedades recursivas de (3 (é) y sus polinomios asociados.

5.1. Resultados previos

Vamos a intentar utilizar el mismo procedimiento que utilizamos para la
relacién entre cumulantes cldsicos y cumulantes libres (o booleanos). Para
esto definimos una grafica dirigida que contiene la informacion de la grafica
de anti-intervalos y la grafica de cruce. Sin embargo, no es directo como
transferir la informacién de esta grafica a los coeficientes (7).

Definicién 5.1. Sea 7 € P(n), la grafica de anti-intervalos dirigida G(r) se
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define a partir de la grafica de anti-intervalos de 7, reemplazando cada arista
(Vi, V;) de G(r) por

1. Una arista dirigida (V;, V;) si se cumple V; > V.
2. Una arista dirigida (V}, V;) si se cumple V; > V;.

3. Una arista no dirigida {V;, V;} en otro caso (eso sucede si V; y V; tienen
un cruce).

Ejemplo 5.2. Consideremos
7=1{{1,4,7,8,11},{2,6},{3,5},{9,10},{12,13,16},{14,15}},

entonces su grafica dirigida de anti-intervalos es

TEiE e 4\

Ahora, intentando despejar K, en términos de H, de las relaciones cumulante-
momento obtenemos

~

K, = Z MP(O-a 1n)M¢7a

c€P(n)

=D IR (D S= )

oeP(n) Ver myeNC(|V))

Dados 7,0 € P(n), tomemos la relacién o > 7 si se cumple que 0 > 7 y se
cumple que la restriccién |y € P(W) es una particién que no se cruza para
todo bloque W € ¢. Para o > 7 escribimos

T(mlo)! = H T(m|V)L
Veo
Utilizando esta notacién obtenemos

K=Y (% (WL),M L)H,

oc€P(n) obm

Z Zﬂpﬂ

TEP(n) obm
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Con esto, tomando

pp(o
=2 o W,a.,

obm

se cumple

TEP(n)

Nuestro objetivo es dar una férmula recursiva para 5(m).
Los autores en [5] mostraron las siguientes propiedades de 3(m).

Teorema 5.3.

1. Si 7 es reducible, entonces 5(m) = 0.

2. SiT esirreducible y no tiene anidamientos, entonces $(m) coincide con
el coeficiente (—1)I"1=1T(G(7); 1,0) del Teorema 4.26.

1)I7T\—1

3. Sim € NCy.. y tiene profundidad 1 o 2, entonces 5(m) = (Gl Lk

||

La propiedad 1 sera consecuencia de 5.14. La propiedad 2 se sigue del he-
cho de que la féormula cumulantes clésicos-libres tiene la misma férmula para
los 7 tales que son irreducibles y no tienen anidamientos, porque cualquier
etiquetado da una particién ordenada. La propiedad 3 no se probara por no
ser de interés central en esta tesis.

Ahora veremos que [(m) sélo depende de la grafica dirigida de anti-
intervalos. Para esto, tomemos un © € P(n) fijo y consideremos su grafica
de anti-intervalos dirigida G (7). Existe una biyeccién ¢ — & entre las parti-
ciones {0 : ¢ > w} y las particiones & € P(V): una particién o con o > 7 se
obtiene pegando algunos bloques de 7, tomamos & € P(V') como la particién
que une en un mismo bloque los vértices asociados a los bloques de 7 pegados
en o.

Extenderemos la funcién i( £, ) de la Definicién 4.21, de modo que i(E, &)
es el nimero de aristas no dirigidas que tienen ambos extremos en un mismo
bloque de . Observamos que i(E, 5) = 0 sélo para aquellos o tales que 7> 0.
Como se tiene |o| = |5/, tenemos pp(o, 1,) = pup(&, 1)

Utilizando lo anterior obtenemos que si V' es el conjunto de vértices de la
grafica de anti-intervalos dirigida G (m) y E su conjunto de aristas, entonces

W\U)'

ceP(V
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5.2. Nuevos resultados

En esta tdltima parte presentamos nuevos avances hacia la férmula final,
obtenidos como parte de este trabajo, los cuales no han sido reportados en
la literatura anteriormente.

El Teorema 5.14 es una propiedad recursiva que cumple uno de los po-
linomios que definimos para graficas con aristas dirigidas y no dirigidas al
borrar puentes. Nos permite reducir nuestro problema de interés a calcular
B(r) cuando G(7) no tiene puentes.

El Teorema 5.17 es una propiedad recursiva que cumple el optro de los
polinomios que asociamos a graficas con aristas dirigidas y no dirigidas. Nos
permite calcular el polinomio asociado a una grafica con una arista no dirigida
fija en términos del polinomio asociado a la gréfica que se obtiene al borrar
la arista fija o al sustituirla por una de sus dos posibles versiones dirigidas.

Para obtener estos resultados, se definieron dos polinomios para graficas
dirigidas y se realizé una busqueda empirica usando un programa en el len-
guaje de programacién C*1. Con esto se plantearon conjeturas que después
se lograron demostrar.

Recordemos que un etiquetado de una grafica es una funcién f : V(é) —
[k] para algtin k natural.

Definicién 5.4. Sea G = (V, E') una gréfica dirigida tal que si cambiamos las
aristas dirigidas por aristas no dirigidas obtenemos una grafica conexa. Por
etiquetado creciente de G nos referimos a un etiquetado con k = V(G)], que
es blyectlvo y que cumple que si (u,v) € E entonces f ( ) > f(v). Definimos
ml(G) como la cantidad de ethuetados crecientes de G.

Dada cualquier grafica dirigida G, definimos ml(é) como la extension
multiplicativa a componentes de G

Ejemplo 5.5. Para G

Se obtiene my(G) =5 - 2.

Definicién 5.6. Dada G = (V, E)) una gréfica dirigida y una particién o €
P(V). Definimos G |o como la gréafica que se obtiene con el mismo conjunto
de vértices y tomando sélo las aristas cuyos extremos se encuentran en un
mismo bloque de o.
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Definicién 5.7. Para una grafica dirigida G = (V, E), conexa al cambiar
las aristas dirigidas por no dirigidas, definimos |G|! como |V|!. Extendemos
la definicién de |C_j|' para toda grafica como la funcién mutiplicativa por
componentes de G.

Para el ejemplo anterior tenemos |G|! = 413!,

Observacién 5.8. Dada una particion m# € NC(n), de los dos resultados en
el Lema 2.39, tenemos que se cumple

—

m(A@) 1 m(x)
AGN @

Definicién 5.9. Dada una grafica G con aristas dirigidas y no dirigidas,
definimos A(G) como la grafica con los mismos vértices pero en la que sélo
consideramos las aristas dirigidas.

AT

Las definiciones anteriores nos permiten definir el polinomio de nuestro
interés.

Definicién 5.10. Dada una grafica G con aristas dirigidas y no dirigidas,
definimos el polinomio P(G;q) con la férmula

~ m1(A(G)|o R
P(Giq)= ), q’”’”%/@(ml)-
ceP(V(Q)) ’

Al tomar ¢ = 0 no se consideran las aristas no dirigidas. En tal caso,

recordando del Lema 2.39, tenemos que m‘X(AG()G'g"f) = T(ﬂl‘a)!. Tenemos que el

coeficiente constante de nuestro polinomio es (7).

Las siguientes tablas muestran los coeficientes [(m) y sus respectivos
P(G;q), para las posibles particiones hasta siete elementos, reducidas a un
representante por grafica asociada.
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Definicién 5.11. Dada una grafica G = (V, E) con aristas dirigidas y no
dirigidas y una particiéon 7 € P(V'), definimos j(E,7) como la cantidad de
aristas dirigidas con ambos extremos en un mismo bloque de 7

Definicién 5.12. Dada una grafica G = (V, E) con aristas dirigidas y no
dirigidas, definimos el polinomio en dos variables

Q(Git,q) Z tj(Ea’ i(E,5) |é?()|)|r')up(a 1\V|)
geP(V)

En el apéndice pueden encontrarse los calculos de los polinomios Q(G; t, q)
para graficas de anti-intervalos de algunas particiones.

Observacién 5.13. Se cumple

Q(G;t,q) = P(G;q).
El siguiente teorema es una de las aportaciones principales de esta tesis.

Teorema 5.14. Sea G = (V, E) una grdfica con aristas dirigidas y no diri-
gidas, sea e € E un puente no dirigido. Sean G1 = (V1, E1) y Gy = (Va, Es)
las componentes que quedan al borrar e de nuestra grdfica. Se cumple

Q(Gst,q) = (¢ — 1)Q(G1;t,¢)Q(Gast, q)

Para la demostracion de este teorema, utilizaremos el siguiente lema com-
binatorio.

Lema 5.15. Sean n,m enteros fijos. Entonces se cumple

i( n+m—k >(_1)k: L
pr k.m—kn—k
Demostracion. Vamos a proceder la demostracién por doble conteo. Consi-
deremos los vectores v € {0, 1} con n entradas 0 y m entradas 1, tales que
la subsecuencia de un 0 seguido inmediatamente por un 1, es decir ..., 0,1, ...,
no aparezca.

Por un lado, para que eso suceda no puede haber un 0 antes de que
aparezcan todas las entradas 1, por lo que esto nos dice que sdlo existe un
vector que cumple las condiciones y es v = (1,1, ...,1,0,0,....,0).

Por otro lado, utilizaremos el método de mclusmn exclusmn Hay (
vectores con n entradas 0 y m entradas 1; restamos las formas en las que
aparece al menos una vez la subsecuencia (0,1), que es (1"mtql;£1), luego
sumamos en las que aparece al menos dos veces la subsecuencia (0,1) y pro-
cedemos inductivamente. Con este procedimiento obtenemos el lado izquierdo
de la igualdad y concluimos la demostracion por doble conteo. O

n+m)
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Demostracion del Teorema. El teorema es equivalente a demostrar que

Z tj(Ep)qz( m(Glo) (o, i)

et
ceP(V(Q))
: : m(A(Gh)|oy) -
= (¢ 1) (B gl B pp(o1,1)]
Ulezp(:vl) |A(GH)]on ! 1
Gs)|o -
[ 3 gt i o B o )
r2eP(Va) |A(G2)]os|!

Tomemos o y 05 fijos en la suma anterior y supongamos |o1| > |og|. Si
o es una particion de V', esta induce una particién en V; y una en V5. Nos
interesan en particular los o que inducen o; y o5 al mismo tiempo. Si dos
bloques de o7 estuviesen contenidos en un mismo bloque de o, entonces al
inducir o1 de ambos bloques obtendriamos uno, lo que seria una contradic-
cion. Sucede lo mismo con gy. Obtenemos que cada bloque de o debe ser o
bien un bloque de o7, un bloque de g5 o un bloque que une a un bloque de
o1 y uno de oy. Llamemos A(o1, 03) al conjunto de particiones o € P(n) que
inducen a o1 y 0s.

Observemos que para o € A(oq,03), se cumple

J(E,0) = j(Er, 01) + j(Es, 09).

Como m(A(G)|o), 7 F2) ¢iE) |A(G)|o|! son multiplicativas, se tiene que

(B, A(G)lo) i
(B.0) ji(B.0) m( i

oc€N(o1,02)

. . m G o . mAG g A
— [tj(El,a'l)ql(El,O'l) ( ( 1)| 1) t Ez,og)qz(Eg,a'Q) ( ( 2)| 2)][ Z ,LLP(O-,1|V|)]

[A(GH)oy ]! [A(Ge)|oa]! = o~
Tomamos los extremos de e = {u, v} como u € V; y v € V,. Tenemos que
si ambos extremos de {u, v} se encuentren en el mismo bloque de o, entonces
se cumple i(F,0) = i(F1,01) + i(Es,09) + 1. En dado caso tenemos que
los respectivos bloques de o1 v 02 se encuentran emparejados en un mismo
bloque de o. Llamemos A;(oy,09) al conjunto de particiones o € P(n) que
inducen a o1 y 09, tales que u y v pertenecen a un mismo bloque.
Notemos que hay (l‘”‘ 1) ('UQIL_I)kJ! maneras de emparejar k de los |oy| — 1
bloques de o7 con k de los |o5| — 1 bloques de o5 restantes. Tenemos
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. > -1 -1
Z [Lp(O’,l‘V‘) — (|Ul‘k ) (’U2|k )kﬁ'(|0’1|+|0’2| _k_Q)!(_l)\a1\+|02|—2—k
0

O‘EAl(O'l,O'Q) k=

0’1|—1

(Joa] — 1)!(|02| — D([o| + oo =2 — k)!<_1)|01\+|02|727k.
2 Wllor| = k= Dl(foa] — k1)
Factorizando obtenemos

> wp(o 1) = (Jou| = D=1 (o] = 1) (=1)l2I

oc€Mi(o1,02)

o 1
i (lo1] + |oo| — 2 — k)! =
kEl(|o1| — k — D)(|os| — k — 1)! '
Por el Lema 5.15 tenemos que
o 1 00
i (o] + |o2| — 2 — k)! :Z lo1| + |oo| —2 — Kk (—1)"
k' ’0'1|— —1>'<‘O'2’— —1 k,|0’1‘—1—k’,|0'2|—1—]€

Asi que tenemos

Z MP(U;i|V|> :MP(O-luiIVﬂ):uP(O-Q’iWﬂ)

o€A1(01,02)

Ahora, denotemos por Ay(oq,09) al conjunto de particiones que inducen
a 01y 09 pero tales que u y v no pertenecen a un mismo bloque.

Vamos a tomar el bloque de o; que contiene a u. Existen dos posibles
casos para o, que es que dicho bloque esté o no emparejado con un bloque de
oy distinto del bloque de v. Si contamos cuantos de dichos emparejamientos

hay, obtenemos
> pplody) =

O'GAQ(O'l,UQ)

i(laz\ —1) <|01|k;_ 1> (|02|k_ 1) kl(|oy] + |02 — k — 2)1(—1)lorHozl=k=2

= (|o1| =1 o e
+Z (| 1‘}{ ) (’ k2|)k!<|01| + |0.2| — k- 1)!(_1)|01H—|02| k=1
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Factorizando obtenemos

pp(o 1jy)) =

UGAQ (0'1 ,0’2)

|O’1| 1
(loul + |oa| =2 = k)! s

— 1 1 E -1
[\02\ ] [MP(O'la \Vll)ﬂP 02, \v2| k' |01| —k— 1) (102| k- 1)!( ) ]

(jo1] + |os| — 1 — k)"
Hloal) lae(on, e (o L) E:kﬂwj—kfn<wﬂ—@ﬁ‘”ﬂ

Utilizamos dos veces el Lema 5.15 y obtenemos:

> wp(o1) = pp(or Ly up(os, Ly lloa] — 1 = |oa]]

UEA2(0'170'2)

= _:LLP<O-17 i|V1‘):LLP(O'27 i‘VQ|)

Al separar las particiones de la suma en la definicién de Q(G; t, q), de acuerdo
a las particiones que inducen, obtenemos el resultado. O

Corolario 5.16. En la prueba anterior, si tenemos al menos dos componen-
tes conexas distintas en nuestra grdafica, podemos realizar el mismo procedi-
miento con o1 y o9 fijos. Como en ambos casos no cambia i(E, o), obtenemos
que Q(G;t,q) = 0.

Obtenemos que

B(r) = P(G(r);0) = Q(G(r); 1,0) = 0,

siempre que G(T) no sea coneza, qes decir, siempre que T no sea una particion
wrreducible.

El segundo teorema nos permite reducir el célculo del polinomio P(G;q)
para graficas generales a calcular éste sélo para graficas con aristas dirigidas.

Teorema 5.17. Sea G = (V, E) una grdfica con aristas dirigidas y no diri-
gidas. Sea e = {u,v} € E una arista no dirigida. Sea G1 = (V, Ey) la grdfica
que se obtiene al sustituir e por la arista dirigida (u,v) y Gy = (V, Es) la
grafica que se obtiene al sustituir e por la arista dirigida (v,u). Se cumple

P(G;q) = (2¢ = 1)P(G \ e;q) + (1 = q)(P(G1;9) + P(G2;q)).
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Demostracion. Si tenemos una particiéon o € P(V) tal que v y v no estén en
el mismo bloque, entonces se cumple

i(5.0) M (A(G)]o) N i) M(AG\ €)|o)

— = 1).
@ TN = A o 1Y
Si no se cumple u ~, v, entonces i(F,0) = 1+i(F \e,0), por lo que tenemos
(2\0) M (A(G \ e|o)) 5
P(G;q)—P(G\e;q) = (¢—1) i(B\0) pplo, 1) (5.2.1)
(G:q) \ ( UGPZW AG\ clo)] p(o,1)

Notemos de nuevo que si tenemos una particién o € P(v) tal que u y v no
estan en el mismo bloque, entonces se cumple

i(1,0) M1 (A(G1)]o) S ey M(A(G2)|o)

IAG))]o]! pp(o, L)) = ¢ Wup(a, 1|V|) (5.2.2)
(e M(A(G \ e)|o .
= ¢ |A((C§\;)|(>7||‘ )NP(J, L)
(5.2.3)

Si tenemos una particién o € P(v) tal que u y v estdn en un mismo bloque,
existen dos casos:

Caso 1: El nimero de componentes de A(G)|o es uno menos que el nimero de
componentes de A(G \ e)|o.

Supongamos que k; es la componente en la que se encuentra u y ks es la
componente en la que se encuentra v. Dado un etiquetado monétono de
A(G)|o, cambiamos las etiquetas de k; tomando |k1| nimeros de [|k1| + |k2]]
y respetando el orden anterior de las etiquetas. Cambiamos las etiquetas de
ko tomando las que no usamos en k; y respetando el orden anterior de las
etiquetas. Al hacer esto, obtenemos un etiquetado monétono de G o de G,
dependiendo de cual etiqueta es mayor entre la etiqueta de uw o la de v. Se
verifica que

m(AElo) + miaEl) = (Mm@
_ (hl + 1R
= Tl AN

que nos dice que

m(A(G1)|o) +m(A(Ga)|o) _ m(A(G)]o)
(k1| + [Ra])! [ 1] ez
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Como el resto de las componentes son iguales para A(G)|o, A(Gy)|o y A(G2)|o,
tenemos que
mi(AG)lo) | mi(A(Gr)lo)  mi(A(G)lo)
|A(Gy)]o]! |A(Ga)lo]! [A(G)]a]!

Caso 2: El niumero de componentes de A(G1)|o es igual que el nimero de com-
ponentes de A(G \ e)lo.

En tal caso, tenemos que A(Gy)|o, A(Gs)|o y A(G)|o tienen las mismas com-
ponentes. Dado un etiquetado monétono de A(G)|o obtenemos un etiquetado
mondtono de A(G1)|o 0o A(Gy)|o dependiendo cual etiqueta sea mayor, la de
u o la de v. Obtenemos

mi(A(G)|o) _ mi(A(Gh)|o) | mi(A(Gy)lo)
[A(G)]o]! |A(G)]ol! |A(G2)lo]!

En ambos casos obtenemos la misma ecuaciéon. Con lo anterior y las Ecua-
ciones (5.2.2) y (5.2.3), se sigue que

P(G;q) — 1[P(Gl;q) + P(Gy:q)] =

2
1 , mi(A(G\ e)|o) X
z E i(B\eo) 1
2 0P AG ooft )

Juntando estd ecuacién con la Ecuacién (5.2.1), se obtiene

P(G;q) — P(G\ e;q) = (¢ — 1)(2P(G; q) — P(G1;9) — P(Ga; q)).
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Conclusiones

En esta tesis desarrollamos la teoria de cumulantes desde un punto de
vista combinatorio. Logramos entender la relaciéon del polinomio de Tutte
en las formulas entre cumulantes y presentamos un avance que consideramos
sustancioso para la férmula faltante de cumulantes clasicos a cumulantes
mondtonos. Esperamos continuar trabajando en este problema en un futuro.

Las herramientas de Probabilidad no Conmutativa y Combinatoria pre-
sentadas en esta tesis nos ofrecen las bases para comenzar un estudio mas
amplio tanto de posibles aplicaciones de probabilidad no conmutativa, como
de las aplicaciones de matroides y el polinomio de Tutte.
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Apéndice

Las siguientes tablas muestran el polinomio Q(G(7); t, q) para las graficas
de anti-intervalos asociadas a algunas de las paticiones.

o0 1 1
$ed i —1 —1+4 it
&% I —1 —1+gq

ma N
am & 1 | 2—t—q+1tg

TN

1—t+ 3t

ol

1 1 142
I‘.;I gé& 2 2 3 143
IIE%%; A 3 1 1 2

mmm A 1| 1-1t—q+ L%

e A 2 2— 3¢+ ¢

PETRAN 1 1—2¢+ ¢

97



e A

_1 —1+4 3t — 2+ 1¢®

Fh_l:j?I 1 —1+t— 2+ q—tq+ it
Al 1 —l+t— 3t +q—tq+it’q

{5seel m - —24 5t — 42— 148 4 Ly

seiel m o —2+2t — Lt* + g — Ltqg — H2q + 2%
lwel m —u —4+ 5t — 32 — 1% + 4t

Y. m —I | ATt - 52— L3 4 2g —tq — Le2q + Lilg

el IZE -2 —4 + 2t + 5q — 2tq — :t%q — ¢* + 51°¢°

Gahl L.

1 1 2 14 2
-3 —1+5t+2¢9—1qg—q" + 5lq
[l P 2 —2 420 — 22+ g — Lig — 12q + L3g
flﬁ—l% —-u —4+4t — IP 4+ g — 2t%q + ¢t
mmm —1 —2+t+3q—3tq— ¢+ it
2 2

hl m 1 —2 41+ 3¢ — tg — 2 — ¢ + 122

[l A 5| 4 T T2 48 4 0g — g — M2q + Ly
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