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Introduccion

La Teoria de Matrices Aleatorias (TMA) estudia matrices cuyas entradas
son variables aleatorias (o equivalentemente, variables aleatorias que toman
valores en un espacio de matrices). La primera distribucién propuesta pa-
ra matrices aleatorias fue la distribucion Wishart, nombrada asi en honor
a John Wishart, quien en 1928 la introdujo como una generalizacion de la
distribucién chi-cuadrada. A inicios de los 50’s los fisicos usaron modelos de
matrices aleatorias para estudiar fendmenos cuanticos, a partir de esto se
desarroll6 una buena parte de la Teoria de Matrices Aleatorias que se conoce
hoy en dia, algunos pioneros fueron Eugene Wigner, Vladimir Marchenko y
Leonid Pastur. Posteriormente esta teoria ha sido ampliamente desarrollada
por matematicos y estadisticos.

Los datos multivariados de dimensiéon mayor al tamano de la muestra
(datos multivariados de dimensién alta) aperecen en diversos campos, algu-
nos de ellos son genética, andlisis funcional, finanzas, analisis de iméagenes
médicas, climatologia, reconocimiento de texto, entre otros. Cabe mencionar
que en el contexto de datos multivariados de dimension alta la estimacion
de la matriz de covarianza poblacional es complicada, ya que se tienen que
estimar muchos parametros con pocos datos, por lo que la estimaciéon de esta
matriz y pruebas de hipdtesis acerca de ella requieren técnicas estadisticas
diferentes a las del caso clasico donde el tamano de la muestra es mucho
mayor que la dimension de los datos.

La distribucion Wishart es la distribucion de la matriz de covarianza
muestral de una muestra aleatoria de la distribuciéon normal multivariada,
debido a esto el estudio de la distribucién Wishart ha sido de gran impor-
tancia en Analisis Multivariado. Algunos resultados clasicos de la Teoria de
Matrices Aleatorias involucran convergencias asintéticas relacionadas con la
distribucién de Wishart, lo que facilita mucho el estudio de la matriz de
covarianza poblacional de datos normales multivariados de dimension alta.
Uno de estos resultados es el Teorema de Marchenko-Pastur, el cual pro-



Introduccién

porciona la distribucion asintotica de la distribucion empirica espectral de
matrices con distribucién Wishart, la cual es conocida como la distribucion
de Marchenko—Pastur. Por otro lado también se encuentra un resultado de
Johnstone en [7], que afirma que la distribucién asintética del eigenvalor mas
grande de una matriz aleatoria con distribucién Wishart es la distribucion
de Tracy—Widom. Mediante estos resultados es posible estudiar la matriz de
covarianza poblacional de datos normales multivariados de dimensién alta,
mas especificamente, estos resultados ayudan a determinar si la matriz de
covarianza poblacional de un conjunto de datos normales multivariados de
dimension alta podria o no ser la matriz identidad.

En esta tesis se muestra como las herramientas de la Teoria de Matrices
Aleatorias, en particular el Teorema de Marchenko—Pastur y la distribucién
de Tracy—Widom, pueden ser utilizadas para resolver el problema de Analisis
Multivariado de determinar si la matriz de covarianza poblacional de datos
normales multivariados de dimension alta es la matriz identidad o una ma-
triz especifica. También se evalia, mediante simulaciones, la conveniencia de
utilizar estos procedimientos estadisticos que involucran la herramienta de la
Teoria de Matrices Aleatorias.

En el Capitulo 1 se presentan las principales propiedades de la distri-
bucién normal multivariada. En el Capitulo 2 se presenta la definicion y
principales propiedades de la distribucion Wishart, asi como los resultados
de la Teoria de Matrices Aleatorias que serdn necesarios en la tesis. En el
Capitulo 3 se presentan pruebas de hipotesis para la matriz de covarianza
poblacional de datos de dimensién alta, basadas en resultados de la Teoria
de Matrices Aleatorias, también se presentan estudios de simulacién para
evaluar el comportamiento de estas pruebas de hipétesis. Finalmente, se pre-
senta un capitulo de conclusiones y un apéndice con algunas definiciones y
propiedades de matrices utilizadas en la tesis.



Capitulo 1

Distribucion Normal
Multivariada

En este capitulo se dan algunas definiciones, teoremas y propiedades im-
portantes de la distribucién normal multivariada, las cuales fueron tomadas
de [1] y [13].

1.1. Preliminares
Antes de definir la distribuciéon normal multivariada, se presentan algunas
definiciones bésicas de Analisis Multivariado.

Definicién 1.1. La media o esperanza de un vector aleatorio X = (X1, Xo,
., X)) de m x 1 esta definido como el siguiente vector

E(X,)

E(X,)
EX) = |
E(X,,)

Mas general, si Z = (Z;;) es una matriz aleatoria de p X q, entonces E(Z)
es la matriz cuyo ij-ésimo elemento es E(Z;;).

Es facil mostrar que si B, C'y D son matrices constantes de m X p, ¢ X n
y m X n respectivamente, entonces

E(BZC + D) = BE(Z)C + D.

Definicién 1.2. Si X tiene media i, la matriz de covarianza de X se
define como la siguiente matriz de m X m

S = Cov(X) = E[(X — p)(X — )]

3



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Notar que el elemento ¢7-ésimo de la matriz de covarianza > es
oi; = E[(Xi — pa) (X — )],
la covarianza entre X; y Xj, y el ii-ésimo elemento es
oii = E[(X; — Mz‘)Q]a

por lo que los elementos de la diagonal de ¥ no deben ser negativos. Por las
propiedades de la covarianza de variables aleatorias, tenemos también que ¥
es simétrica, es decir Z = 7.

El siguiente lema relaciona a las matrices de covarianza con las matrices
no negativas definidas (ver Definicién A.1).

Lema 1.1. La matriz X de m X m es una matriz de covarianza si y solo si
es no negativa definida.

Demostracion. Supongamos que X es la matriz de covarianza de una variable
aleatoria X, con media pu, entonces Voo € R™

Var(a/X) = E[(a 'X—a'm?]

:aZoz/O. (1.1)

Asi /Y > 0, Va € R™, ya que es igual a Var(o’X) > 0 y por lo tanto ¥ es
no negativa definida.

Supongamos que X es una matriz no negativa definida de rango r, digamos
r < m. Escribimos ¥ = C'C’, donde C es una matriz de m x r de rango r y
sea Y un vector aleatorio de r x 1 con media ceroy Cov(Y) =1y X =CY,
entonces E(X)=CE(Y)=Cx%x0=0y

Cov(X) =E[XX'] = E[CYY'C]
= CE[YY’]C’ = CCOV[Y]C’
=CIC'=CC' =
Asi Y es una matriz de covarianza. ]

Como una consecuencia de la desigualdad (1.1), tenemos que si la matriz
de covarianza > de un vector aleatorio X no es una matriz positiva definida
(ver Definicién A.2), entonces con probabilidad 1 las componentes de X

4



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

estan relacionadas linealmente. Lo anterior es debido a que al no ser positiva
definida existe un a € R™, con a # 0, para el cual

Var(a/X) = o/Sa = 0.

Entonces con probabilidad 1 se tiene que o’ X = k, donde k = o'E(X), lo
que significa que X se encuentra en un hiperplano con probabilidad 1.

A menudo se hace una transformacién lineal de vectores aleatorios y ne-
cesitamos saber como se tranforma la matriz de covarianza. Supongamos que
X es un vector aleatorio de m x 1 con media py y matriz de covarianza >y
ysea Y = BX 4 b, donde B y b son matrices constantes de dimension k£ x m
y k x 1, respectivamente. La media de Y es uy = Bux + b y la matriz de
covarianza de Y es

Sy =E[(Y — iy)(Y — py)']
= E[(BX + b — (Bux +0))(BX +b— (Bux + b))
= BE[(X — pux)(X — ux)'|B’
— BYy B

El siguiente teorema sera utilizado més adelante.

Teorema 1.1. 57 X es un vector aleatorio de m x 1, entonces su distribucion
estd determinada unicamente por la distribucion de funciones lineales o/ X,
Va € R™.

Demostracion. La funcién caracteristica de o/ X es
O (t, ) = E(exp(ita’ X)).

Asi que
O(1, ) = E(exp(ia’ X))

es la funcion caracteristica conjunta de las componentes de X. El resultado
se sigue del hecho de que una distribucién en R™ es determinada tinicamente
por su funcién caracteristica. O

A continuacién presentamos la definicién de la distribucién normal multi-
variada, la cual es la principal distribucién multivariada considerada en este
trabajo.

Definiciéon 1.3. FEl vector aleatorio X de m x 1 se dice que tiene distribu-
cién normal m-variada, si para cada o € R™, la distribucién de o’ X es
normal univariada.
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La distribucién normal m-variada es denotada como N,,(u,X) y escri-
biremos X ~ N, (i, X) para indicar que el vector aleatorio X tiene esta
distribucién. El siguiente resultado caracteriza una distribuciéon normal mul-
tivariada.

Teorema 1.2. 57 X tiene una distribucion normal m-variada, entonces tanto
= E[X] como ¥ = Cov[X] existen y la distribucion de X estd determinada
por Yy 2.

Demostracion. Si X = (X1, Xo, ..., X,,)', entonces para cada i = 1,2,...,m,
X, es normal univariada (por la definicién anterior), asi que E(X;) y Var(X;)
existen y son finitas. Asi la Cov(X;, X;) existe, ya que si ponemos a p = E(X)
y X = Cov(X) tenemos que

X1
X
E(d'X)=E |(a1,as, ..., ap) :
X,,
=Elan X7 + ae Xo + ..o, X
= E[Xq] + E[Xs] + ... + a,E[ X,
H1
= (a1, a9, ..., ) 'u,Q
o
=dp.
Var(a/X) = E[(¢/ X — o/p)?)]
E[(o/(X — p))?]
= E[a/(X — p)(X — p)'a]
= aE[(X — p)(X — p)]ex

=aXd.

Asf la distribucién de o/ X ~ N(a'p, aXa’), para cada o € R™. Estas distri-

buciones univariadas estan determinadas por p y ¥, y también la distribucion
de X por el Teorema 1.1. ]

1.2. Funcion caracteristica

En lo subsecuente denotaremos a la funcién caracteristica de una variable
o vector aleatorio X por ®x. El siguiente teorema proporciona la forma de

6



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

la funcién caracteristica de la distribuciéon normal multivariada.

Teorema 1.3. Si X ~ N,,(u,X), entonces la fucion caracteristica de X es
-/ 1 /
O (t) = exp <Z,ut - Et Et) :
Demostracion. Sea

Dx(t) = Elexp(it'X)] = ®ux(1),

en donde el lado derecho indica la funcién caracteristica de la variable ¢’ X
evaluada en 1. Puesto que X ~ N, (i, ), entonces t'X ~ N(t'u, t'St) ast
que

1
Py x (1) = exp (it’u — 525’225) :
[l

Como aun no se ha establecido la existencia de la distribucién normal
multivariada, podria pasar que la Definicién 1.3 no se cumpla para ningin
vector aleatorio, por lo cual demostraremos que la funcién del teoreoma an-
terior, es de hecho la funcion caracteristica de un vector aleatorio.

Sea ¥ una matriz de covariaza de m x m (matriz no negativa definida)
de rango r y sean Uy, Us, ..., U, variables aleatorias normales estdndar inde-
pendientes. El vector U = (Uy, Us, ..., U,)" tiene una funcién carateristica de
la siguiente forma

Oy (t) = E(exp(it'U))
= E(exp(it1U: + ... +it,Uy))

= HE lexp(it;Uj)]

J=1
r tz
-l
Jj=1 2
= exp —1 Z t2
2 . J
7j=1
1



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Sea X = CU + u, donde C' es una matriz de m x r de rango r tal que
¥ =CC', y p € R™. Tenemos que

Elexp(it' X )] = Elexp(it'(CU + n))]
= E(exp(it'CU +it'p))
= Elexp(it'CU)|explit' u].
Como U tiene funcién caracteristica (1.2), se tiene de la expresién anterior

que

Elexp(it' X)] = @y (C't)explit' ]

1
= exp (—ét’Et) explit’ ]

1
= exp (it’,u — §t’2t> ,

por lo tanto X tiene distribucién N, (i, X), pues la expresién anterior co-
rresponde a la funcién caracteristica de esa distribucion.

El siguiente resultado afirma que la distribuciéon de una transformacién
lineal de un vector normal multivariado es también normal multivariado.

Teorema 1.4. Supongamos que X ~ Np,(1,%) y sean B, b de k xm, k x 1,
respectivamente, entonces Y = BX +b ~ Ny(Bu+ b, BLB').

Demostracion. Queremos mostrar que Y es normal k-variada. Sea a € RF,
entonces

By, By -+ DBip X4 by
B B <o By, X b
Y = (o, qg, ..., ) oo , ’ .
Bi1 Bra -+ DBim Xm bi,

BHXl + B12X2 + ...+ Blme + b1

B21X1 —+ BQQXQ + ...+ Bngm + bg
= (al,ag,...,ak) .

Bi1 X1 + By Xo + ... + B X, + by
La expresion anterior es igual a
a1(B11 X1+ BiaXo+ ...+ By X + b1) + aa(Ba1 X7 + Boo Xo + ...
+ B X +b2) + ... + ap(Bii Xy + BraXo + ... + B X + i)
= Xi(a1B11 + a9Bay + ... + apBr1) + Xo(a1 Bia + g Bos + . . . + . Bio)
+ ...+ Xp(1 By + @2Boyy + ... + agB) + (1by + aobs + ... 4+ aby).

8



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Asi @'Y se puede escribir como una combinacién lineal de las entradas del
vector X mas una constante. Como X es normal multivariada, por la Defini-
cién 1.3 las combinaciones lineales de sus entradas son normales univariadas,
por lo tanto a'Y" es normal univariada. De este modo por la Definicién 1.3 se
tiene que Y es normal k-variada.

Ahora mostraremos que E(Y) = Bu+ by la Var(Y) = BXB’. Tenemos

que

E(Y) = E(BX +b) = BE(X) +b
= Bup+0,
Var(Y) = E[(Y — u)(Y — p)]
=E[(BX +b— Bu—b)(BX +b— B — b)]
=E[B(X — u)(X — n)'B]
= BE[(X — p)(X — )] B’
— BYB'.

Por lo tanto Y = BX +b ~ Ny(Bu + b, BEB'). O

Mediante el siguiente resultado, tenemos que la distribucién de una com-
binacién lineal de vectores normales multivariados independientes es también
normal multivariada.

Teorema 1.5. Si X1, X,,..., Xy son vectores independientes, con X; ~
No(piy 3i) parai=1,2,..., N, entonces para constantes fijas ai, as, ..., ay,

N N N
Z aiXZ- i Nm (Z a; W, Z CL?ZZ> .
i=1 1=1

=1

Demostracion. Por la independencia de los vectores X;’s, tenemos que los
vectores a; X;’s también son independientes. Por el Teorema 1.4 tenemos que

a; X; ~ Np(aip;, a?y;) para i = 1,2,..., N. Asi, utilizando el Teorema 1.3
N

tenemos que la funcién caracteristica de U = Z a; X; estda dada por

=1

N N
, 1
Py (t) = H Do, x,(t) = Hexp(zaju;-t — §t’a?2jt)
s j=1

N N
1
= eXp(i E Clj[l;;t - §t/ E a?E]t)
j=1 j=1
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Debido a que la tltima expresion corresponde a la funcion caracteristica de
N N
la distribucién N,, <Z a; i, Z af2i> , se tiene el resultado. O
i=1 i=1
Antes de dar un corolario del teorema anterior presentamos las siguientes
definiciones de media y matriz de covarianza muestral.

Definicién 1.4. Sean X1, Xs,..., Xy wvectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos (una muestra aleatoria de tamano N ), la media
muestral y matriz de covarianza muestral se definen, respectivamente,
como

donden =N —1vy

Corolario 1.1. Si X1, Xs, ..., Xy son vectores independientes con distribu-
N
- 1
cion Np(u, X)), entonces la distribucion de la media muestral X = N ZXi
i=1
es Ny (1, 2/N).

El corolario anterior afirma que la distribucién de la media muestral de
una muestra aleatoria normal multivariada, es también normal multivariada.
En el Capitulo 2 se proporcionara la distribuciéon de la matriz de covarianza
muestral de datos normales multivariados.

1.3. Distribucién marginal

A continuacién presentamos resultados sobre las distribuciones margina-
les de un vector aleatorio con distribucién normal multivariada.

Teorema 1.6. Si X ~ N,,(u, %), entonces la distribucion marginal de cual-
quier subconjunto de k (< m) componentes de X es normal k-variada.

Demostracion. Esta demostracion es un consecuencia del teorema anterior,
ya que por ejemplo si particionamos X, p y > como

X H1 Y11 22
X — = E =
(Xz)  H <M2) Y (221 E22) ’

10



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

donde X1, puq son de k x 1y X1 es k X k, definiendo
B=I[I;:0ldekxm y b=0dekxl,

por el Teorema 1.4 tenemos que Y = BX + b es normal k-variado. Notemos
que

X

B0 =10l () +0 =

H2
Cov(Y) = BEB’
Y1 Yo /
=1I[;:0 I;: 0
L ](221 222)[’“ |
= X1.

Por lo tanto X7 ~ Ni(p1,%11). Asi la distribucién marginal de cualquier
subvector de k componentes de X es normal, donde la media y la matriz de
covarianza se obtienen tomando el subvector y la submatriz correspondiente
de una manera similar a lo anterior. O]

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que la distribuciéon mar-
ginal de cada componente de X es normal univarida, lo contrario no es cierto
en general, es decir, el hecho de que cada componente de un vector aleatorio
sea normal univariada no implica que el vector tenga una distribucién normal
multivariada. Como contraejemplo, supongamos que U, Us y Uz son varia-
bles aleatorias independientes con distribucién N(0,1) y Z es una variable
aleatoria cualquiera independiente de Uy, Uy y Us. Definimos

y. _ Ui+ 2Us v, _ U2t 2Us
T Vixze Y T ir e

11



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Suponiendo que Z es un valor fijo tenemos que

U, + ZUs
o == (%)
_ E(Uh) + ZE(Us)
V14 22

= 0.

U1+ZU3)

Var(X;) = Var | —

(%) (m

Uy ZUs )

= Var [ ——— ) + Var [ —=

1 72
“irztiir
= 1.

Por lo tanto, condicionado a Z, X; ~ N(0, 1), y ya que esta distribucién no
depende de Z, es la distribucion incondicional de X;. Analogamente, condi-
cionado a Z, Xy ~ N(0,1). La distribucién conjunta de X; y X» condicionada
a Z es normal bivariada, ya que si consideramos

W = (leXZ)/ y o = (ab a?),a

entonces
Ui + ZUs
V1+ 22

Uy + ZU,
Vit 22

 aly aaUs a4+ ol

T VI+ 22 1+ 22 (m) >

la cual, si Z es un valor fijo, es una combinacion lineal de variables aleatorias
normales independientes y por lo tanto es normal, ademas

AW = (aq, ag)

E(a'WV) = asB(U) (ﬁ) + aaR(02) (ﬁ)

och—l—ong
+ | —F—— | E(U.
() e

=0,

12



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Var(a/W) = Var(U,) (\/%)2 + Var(Uh) (\/%)2

o Z+ a2\’

e Var(U.

( Vit 22 ) (0s)
G+ as+ (mZ 4 apZ)?
B 1+ 22 '

Por lo tanto, si Z es un valor fijo

a?+ai+ (2 + ayZ)?
1+ 22 '

oW ~ N (0,

De este modo, la distribuciéon de W condicionada a Z es normal bivariada,
pero claramente la distribucién incondicional de W no necesariamente es
normal. La distribucién de W seria normal multivariada si las componentes
de X fueran todas normales e independientes.

Hay que recordar que la independencia de dos variables aleatorias implica
que la covarianza entre éstas, si existe, es cero. Lo contrario no es cierto en
general. En el caso de un vector con distribuciéon normal multivariada, la in-
dependencia entre dos subvectores es equivalente a que todas las covarianzas
entre las componentes de un subvector con las del otro sean iguales a cero,
como se afirma en el siguiente teorema.

Teorema 1.7. 51 X ~ N, (1, %) y X, pu, X son particionadas como

X, IR Y1 X2
X = s = Y= )
<X2) : (“2> y (221 222)

donde X1, p1 son de k x 1 y 311 es k X k, entonces los subvectores X1 y Xo
son independientes si y solo si Y19 = 0.

Demostracion. Sabemos que si X; y X5 son independientes, entonces la inde-
pendecia implica de que la covarianza entre las entradas de X; y las entradas
de X, es igual a cero, es decir que Y15 = 0.

Ahora supongamos que Y15 = 0. Sean Y; y Y5 vectores aleatorios in-
dependientes donde Y7 ~ Ng(p1,%11) v Yo ~ Np_g (2, X92) y ponemos a
Y = (Y{,Y;), entonces tanto X como Y son N,,(u,), donde X es de la

forma
(X 0

Por lo tanto, al tener X la misma distribucién de Y, se tiene que X; y X,
son independientes. O

13



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Una demostracién alternativa del teorema anterior seria usando las fun-
ciones caracteristicas de X; y X, es decir, mostrando que la funcion carac-
teristica conjunta de X; y X5 es el producto de sus funciones caracteristicas,
cuando X1 = 0. Sea t' = (#],t5), donde t; es de k x 1 y ty es de (m — k) x 1,
entonces por el Teorema 1.3 tenemos que la funcién caracteristica de X es

1
Ox(t) = Elexp(it' X )] = exp <z',u’t — 515’225)

“e[ () () 3w (5 2) ()

. 1
= exp |i(pit1 + pots) — §(t,1211t1 + t'2222t2)}

, 1 ) 1
= exXp Z,ulltl — §t/1211t1 + Zulztg — §t,2222t2):|

[ 1 _ 1
= exp |ipyt; — 575'1211151} exp |:Z/Jl2t2 — §t'2222t2)]
= E[exp(it'X1)|E[exp(it'X>)]
- cI)Xl (t)q)X2 (t)

1.4. Funcion de densidad

Como se menciono en la Seccién 1.1, en el caso en que la matriz de cova-
rianza de un vector aleatorio X con distribucién normal multivariada no es
positiva definida, el vector X se encuentra en un hiperplano con probabilidad
1, por lo tanto no existe una funcién de densidad para X. Por el contrario,
si la matriz de covarianza de X es positiva definida, la funcién de densidad
de X existe y es proporcionada en el siguiente teorema.

Teorema 1.8. Si X ~ N,,,(u, ) y 3 es positiva definida entonces la funcion
de densidad de X es

Fre(X) = (2m)F (detS) dexp [~ (X — /S (X — o)

Demostracion. Sea Y = CC’ donde C' es una matriz no singular de m x m
y sea X = CU + p, donde U es un vector de m x 1 con variables aleatorias
independientes N(0,1), es decir, U ~ N,,(0, I,,). Para obtener la funcién
de densidad de X damos uso al método de la transformacion para el caso
multivariado (ver [12], Seccién 6.2). La funcién de densidad conjunta de U

14



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

fu(U) = ﬁ(%)—%eXp (_%Ug>
= (2m) Fexp (—%U’U) |

Consideremos la siguiente transformacién con su transformacion inversa

X =CU + p,
U=B(X —p),con B=C"

El Jacobiano de la transformacion inversa es

8U1 8U1 8Ul
% %, | 9%,
|| =det | S
oU,, 09U, oU,,
X, X, 90X,
By Bz -+ Bip
= det : Sl
Byi Bma -+ Bum

= detB = detC~! = (detC)!
= [det(CC")]7? = (detx) /2.
Para las ultimas igualdades se utilizaron las propiedades de los determinantes

e inversas de matrices dadas en las secciones A.2 y A.3. Por otro lado, usando
las propiedades de inversa de una matriz de la Secciéon A.3 tenemos que

LU = (O (&~ ) (O« — )
= Sl — ()0 (w — o)
ORI )|
Asi la funcién de densidad de X es

Fr(3X) = foO)] = (2m) % (detS) dexp [ 3 (X — u/ S (X — )|

15



Capitulo 1. Distribucion Normal Multivariada

Vale la pena mostrar, de forma explicita, la distribuciéon normal bivariada

(m = 2). Sean
() )

Y — 011 12} _ 0% —pO102
021 022 pPO102 U% ’
donde Var(X;) = o7, Var(X,) = 05 y la correlacién entre X; y X5 es p =

Cov(Xy, Xs)/(0109). Para que ¥ sea positiva definida y X tenga funcién de
densidad, se necesita que o7, 03 >0y

dety = o05(1 — p*) > 0,

por lo que —1 < p < 1. En ese caso

1 P

-l 1 U% 0102
L—p2 | __° -

0109 o3

Ahora sustituimos lo que tenemos en la funciéon de densidad normal mul-
tivariada para el caso de m = 2 y tenemos que

1
X1, X)) =
P = rotog—

1 p

1 ' 0_% 0109

* eXp —W(X—M) T 1 (X =w|,
0102 0'%
X1 —m

donde (X —p) = (
es

) . Por lo tanto la densidad conjunta de X; y Xs
Xo — pio

1 1 Xl_:ul ?
X1, X,) = B
Ix (X1, Xo) 27m%02(1_p2)1/2eXp{ 2(1 - p?) [( 01 )

. (u) X m)(X —m)] }

02 0102

La funcién de densidad normal estandar se obtiene considerando a las
variables aleatorias estandarizadas Z; = (X; — p;)/o; para i = 1,2, es decir,
la funcion de densidad conjunta de Z; y Z5 es

1

f2(Z1,Z5) = (1= )12

1
(7?2472 -207.75)] .
eXp|: 2(1_,02)( 1+ 2 P4 2):|
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Capitulo 2

Distribucion Wishart

En este capitulo se exponen algunos resultados y propiedades importantes
de la distribucién Wishart, los cuales son tomados de [1] y [13]. También se
presentan algunos resultados y conceptos de la Teoria de Matrices Aleatorias,
como el Teorema de Marchenko-Pastur y la ley de Tracy-Widom, los cuales
seran utilizados en el siguiente capitulo.

2.1. Funcion de densidad

La distribucién de Wishart, propuesta por John Wishart en 1928, fue la
primera distribucién propuesta para matrices aleatorias. A continuacion se
presenta la definicién de esta distribucion.

Definicién 2.1. Sea A = Z'Z, donde las filas de la matriz Z de n x p son
i.i.d. N,(0,%), entonces se dice que A tiene distribucion Wishart con n
grados de libertad y matriz de covarianza X. Notacion: A ~ Wy(n,X).

Comentario 2.1. Puede verse que la matriz A de la definicion anterior se
puede escribir de la forma

donde los vectores Z, son i.i.d. N,(0,%). De hecho los vectores Z, son las
filas de la matriz Z.

En el caso en que n > p la funcién de densidad de la distribucion W,(n, )
existe y esta dada por el siguiente teorema, cuya demostracién puede con-
sultarse en [1].

17



Capitulo 2. Distribucion Wishart

Teorema 2.1. Si A ~ W,(n,X) conn > p, entonces la funcion de densidad
de A es

1 1
A) = tr [ —=271A ) (detA)PD/2 (A0
) = oy g (35714) @), (4> 0)

donde T')(-) es la funcion gamma multivariada y etr(-) = exp(tr(-)) es la
composicion de la traza y la exponencial.

Como se vio al final de la Seccion 1.2, la distribucién de la media muestral
de una muestra aleatoria de una distribucién normal multivariada es también
normal multivariada. El siguiente corolario nos proporciona la funcién de
densidad de la matriz de covarianza muestral cuando los datos provienen
de la distribucién N,(u, X), y nos dice también que la matriz de covarianza
muestral tiene distribuciéon W,(n,¥/n).

Corolario 2.1. Si Xy, ..., Xy son vectores aleatorios independiente Ny(f1,X)
y N > p, la funcion de densidad de la matriz de covarianza muestral

1 & — _
Sn =~ ;0@ ~X)(Xy —X), (n=N-1)
es
1 1 pn/2 1
f(S) = T, (%n) (detZ)"/2 (5”) etr <—§n215> (detS)(nipil)m?

donde S > 0 (S es positiva definida).

Demostracion. Notemos que podemos escribir S,, como

n

S = S IV Z( V) Z)

a=1

donde (1/v/n)Zy,...,(1/y/n)Z, son i.i.d. N,(0,%/n). Asi por el Comentario
2.1 tenemos que S,, ~ Wy(n,X/n).
[l

Como caso particular del corolario anterior, para p = 1 la distribucién
Wishart es igual a una distribucién chi-cuadrada con n grados de libertad
(x2), lo cual se muestra a continuacién. Sean

18



Capitulo 2. Distribucion Wishart

luego del corolario anterior se sigue que

[ p— L) exp (~258 denstyr
A7 ' (4n) (deto?)n/? 2" P\ T2 § '

2

Sea v = usando el método de la transformacion (ver [12], Seccién 5.1)

fo(v) = fa (U;‘Q) @

n dv

o2’
tenemos que

)

asi la funcién de densidad de v es

fo(0) = 1 (n )”/2 nvo? vo? n/2-1 o?
o\V) = r (%) on/2 \ g2 P 2no? n n

-~ n/2—1
I (55) 272 o? n

2n

1
—v/2, n/2—1
= l—ne v s (’U > 0)
r (2n) 2 /2

Por lo tanto v tiene distribucién y2. Esto nos muestra que si A ~ Wy(n, o2 /n)
entonces nA/o? ~ x2.
2.2. Funcidén caracteristica

El siguiente teorema proporciona la funcién caracteristica de la distribu-
cion Wishart.

Teorema 2.2. Si A ~ W,(n,X), entonces la funcion caracteristica de A (la

funcion caracteristica de las §p(p + 1) variables a;j, 1 <i < j<p)es
d i
exp (z Z @jkajk) =K [etr (§AF)}

J<k
= det(I, — il'%) /2,

donde © = (0;;) es una matriz simétrica de p X p, I' = (vi;) es una matriz

de p X p, con vij = (14 6;;)045, ©;5 = Oy, y d;; es la delta Kronecker

1, si1=7;
0ij = L,
0, sii#j.

0(0)=E




Capitulo 2. Distribucion Wishart

Demostracion. La funcién caracteristica puede ser escrita como

d(0) = {exp [% Zp: 14 0,1) gkajk] } )

7,k=1

ya que si consideramos a

.p

1

5 2 (L4 0)Ojeajn
jh=1

entonces se tienen los siguientes casos:

i) Sij=k,
1 i —
) Z (14 6;7)0;5a5; = 2 22@]']'&]']'-
: j:l
i) Sij <k,
i
52(1 +5]k kA = Z@Jka]k.
<k j<k
iii) Sij >k

. p . P
1 1
5 E (1 —+ 5jk)@jkajk = 5 E @jkajk.

i>k i>k

Asi tenemos que

5 Z (1 + 1) ka5, = 22633%1 + 35 Z Ojrajr + 5 Z Ojkajp

y,k 1 ]<k j>k

1
= 5 <Z QQHCZ]J + Z 2@]ka]k>
<k
=1 Z @jkajk.

J<k
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

Debido a que I' = (’Yij), Z,j = 1,...,]9, con v = (1 + 61‘]’)@1']'7 ®ij = @jz‘
tenemos que

S Z 1 + 5]1@ ik = Z VikQjks

]kl jkl

y sabemos que 7, ¥ a;; son matrices simétricas de p X p, asi que

— Z ’ij@]k —tI‘ AF)

jkl

n
Supongamos que A = Z ZjZ]'-, donde 71, ...Z,, son vectores aleatorios inde-

j=1
pendientes N,(0,X). Entonces

)

n etr( ZZZ’ ) etr< Zzn’rz>
1:[ {exp Z’FZ] B <eXp%Z{FZ1)} .

0(0)=E

Sea Y = X722, por el Teorema 1.4 tenemos que Y ~ N,(0, 1,,), entonces
o(0) = (E {exp%Y’El/QFEI/QY]> .

Debido a que ZY?I'SY? es una matriz simétrica real, por el Teorema A.4
existe una matriz ortogonal H de p x p tal que

HYY2ISY2H = A = diag(\, ... ),

donde Ai, ..., \, son los valores propios de LV/2I'SY2. Sea U = HY, por el
Teorema 1.4 se tiene que U ~ N, (0, I,). Asi, si U = (U, Us, ..., U,)" tenemos
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

que

i & !
exp§Z/\jUj2 )
j=1
E exp§)\jUj

(1 —i\;) ™2,

—:

1

<.
Il

—:

<.
Il
-

donde se usa el hecho que sz, 7 = 1,...,p, son variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién x7, cuya funcién caracteristica es de la forma
®(t) = (1 — 2it)"Y2. Por propiedades del determinate dadas en la Seccién
A.2, tenemos que

p

[ —i\) = det(1, —in)

Jj=1
= det(I, — iHXV*TSY2H') = det(I, — iXV*TSY2H'H)
= det(I, — iXV*TEY?) = det(I, — iTRY2581/?)
= det(I, —iT'%).

Por lo tanto
®(0) = det(I, — il'x) /2.
]

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado
que nos dice que la suma de matrices de Wishart independientes con la misma
matriz de covarianza seguira siendo Wishart.

Teorema 2.3. Sean A, ..., A, matrices aleatorias de p X p independientes

donde A; ~ Wy(n;,X), i = 1,...,r, entonces ZAi ~ Wy(n,X), donde n =

i=1
r
E n;.
i=1
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

Demostracion. Como las A;, con ¢ = 1,2, ...,r, son independientes, enton-
T
ces la funcién caracteristica de U = g A; es el producto de las funciones

=1

1=
caracteristicas de las A;, i = 1, ...,7. Asi, por el Teorema 2.2 tenemos que

Dy (0) = H ®,,(0)

=[] det(z, — i) /2
=1

= det(I, —iI'%) /2,

la cual es la funcién caracteristica de la distribucion Wishart con n grados
de libertad y matriz de covarianza . O]

2.3. Distribucion marginal

El siguiente teorema nos servird para demostrar resultados sobre la dis-
tribucion marginal de submatrices de una matriz Wishart.

Teorema 2.4. Si A ~ W,(n,X) y M es una matriz de k X p y de rango k,
entonces MAM' ~ Wy (n, MEXM").

Demostracion. La funcién caracteristica de M AM’ es
@MAM’(@) =E [etr <%MAM/F):|

=E {etr (%AMTM)} (propiedades de la traza, ver Secciéon A.1)

= det(I, — iM'TMX)™™? (por el Teorema 2.2)

= det(I, — iITMXM')™™? (propiedades del determinante, ver Seccién A.2).
Por lo tanto MAM' ~ Wi.(n, MXM'). O

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente corolario,
que nos dice que la distribuciéon marginal de una submatriz localizada en la
diagonal de una matriz Wishart es también Wishart.

Corolario 2.2. Si A ~ W,(n,X) y A y X estdn particionadas como

All A12 Ell 212
A — E =
{Am A22} ’ {221 222} ’

donde Ay1 y ¥11 son matrices de k x k, entonces A1y ~ Wi(n,¥q).
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

Demostracion. Sea M = [I; : 0] de dimensién k x p. Por el Teorema 2.4
tenemos que

ool ]

Ay Ax] |0
= Ap
b)) b)) I
MEM' = (I, : 0] | &P 1
2 0 [221 S |0
= E117
por lo tanto Ay ~ Wy(n,Xq1). O

El resultado del corolario anterior también es valido para la submatriz
Ay, en ese caso la distribucion marginal es W,_x(n,X). A continuacion te-
nemos el siguiente teorema que proporciona una condicién suficiente para la
independencia de Ay y Ags.

Teorema 2.5. Si A ~ Wy(n,X), donde A y ¥ estin particionadas como en
el corolario anterior y X219 = 0, entonces A1 y Agg son independientes y sus
respectivas distribuciones son Wi(n,211) y Wy_i(n, Xa2).

Demostracion. Sea A = Z ZoZ!, donde Zy,--- , Z, son ii.d. N,(0,X). Sea

a=1
Z, particionada como

Zo= (2.2,

donde Zél)/, Z(E?)/ son de dimension k£ y p — k, respectivamente. Si 15 = 0,

entonces Zc(vl)/ y Z,EYQ), son independientes y como

An = Z Zél)Zél)/ y Az = Z Z(gQ)ZéZ)I,
a=1

a=1

se tiene que Aj; y Az son independientes con distribucién Wi(n, Y1) y
Wy—r(n, Xa2), respectivamente. ]

2.4. Algunos resultados de la Teoria de Ma-
trices Aleatorias

En esta seccién se presenta el comportamiento asintdtico de los eigenvalo-
res de la matriz de covarianza muestral para datos normales multivariados, en
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

particular se presenta la distribucién asintética de la Distribucion Empiri-
ca Fspectral de la matriz de covarianza muestral dada por el Teorema de
Marcheko-Pastur, y la distribucion asintotica del eigenvalor mas grande, la
cual es la ley de Tracy-Widom.

2.4.1. Teorema de Wigner

Las siguientes definiciones y resultados, asi como sus demostraciones, pue-
den ser consultados en [5].

Definicién 2.2. Supongamos que A es una matriz de n X n con eigenvalores
A, j=1,2,---,n. Si todos los eigenvalores son reales (es decir, A es una
matriz hermitiana), la funcién de distribucion empirica de estos eigenvalores
estd dada por

1 R [ 1<i<n:\<
FA(:E):E#{Z<TL>\1§:B}:ZZI [T/l\u )(l’) :#{ —Z—nn _LC},

y es llamada Distribuciéon Empirica Espectral (DEE) de la matriz A.

Definicién 2.3. Una matriz de Wigner es una matriz aleatoria A" de

n X n con elementos reales o complejos tales que sus entradas Af;, con 1 <

i < j <n, son independientes y A" es hermitiana, es decir Aj; = A_Z

Consideraremos matrices Wigner que cumplen las siguientes tres condi-
ciones:

E(AY;) =0,
E(|A51?) =1/n,
My, = sup max E(|\/EAZ|]€) < 0.

neN 1Si<j<N

El siguiente teorema, conocido como el Teorema de Wigner, proporcio-
na la convergencia casi segura de la distribucion empirica espectral de una
sucesion de matrices de Wigner.

Teorema 2.6 (Teorema de Wigner). Sea A", n > 1, una sucesion de ma-
trices de Wigner que cumplen las condiciones (2.1)-(2.3), entonces cuando
n — oo

1 |
Fan(z) := ﬁ#{] <n: A <z} — / %\/4 — t2dt, Vo e [-2,2].
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

La distribucién limite del Teorema de Wigner es llamada la distribuciéon
del semicirculo. La siguiente proposicion nos proporciona los momentos de
esta distribucion.

Proposicion 2.1. Los momentos pares de la distribucion del semicirculo
estdan dados por los numeros de Catalan

/QQki g~ L (%K
LoV E k)

Los momentos impares son cero por la simetria de la distribucion.

2.4.2. Teorema de Marchenko-Pastur (M-P)

Un resultado anélogo al Teorema de Wigner pero considerando matrices
Wishart es el Teorema de Marchenko-Pastur, el cual puede ser consultado en
[2] v [3], v es presentado a continuacién.

Teorema 2.7 (Teorema de Marchenko-Pastur (M-P)). Sea S, = A,/n una
matriz de covarianza muestral, donde A, ~ W,(n,0%L,), p = p(n) y p/n
— v >0, cuando n — 0o, entonces para toda x € R

Fs () — F(x) cuandon — oo

casi sequramente, donde F es la ley de Marcheko-Pastur (M-P), cuya
densidad esta dada por

fla) = —

- 2myzo?

VO =20 =) Ly (@) + L) (1 - %) o),

donde a = o*(1 — \/7)%, b= 0*(1 + /7)?, y & es la funcién delta de Dirac

en cero.

Notemos que si v > 1 (caso de dimensién mayor al tamano de muestra)
la ley de Marchenko-Pastur tiene un d4tomo en x = 0 con masa 1 — 1/v. En
el teorema anterior o2 es el pardmetro de escala. Si 0® = 1 decimos que la
ley de M-P es la ley de M-P estandar. En lo sucesivo consideraremos a la ley
de M-P estandar.

La siguiente proposicién debida a Gemman [6] y Silverstein [14], afirma
que los eigenvalores positivos de la matriz de covarianza muestral tienden a
estar dentro del soporte de la ley de M-P, ya que el eigenvalor positivo mas
pequeno converge casi seguramente al extremos inferior del soporte, mientras
que el eigenvalor més grande converge casi seguramente al extremo superior
del soporte.
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

Proposicion 2.2 (Gemman (1980) y Silverstein (1985)). Bajo las mismas
hipotesis del teorema anterior, si ly y . son el eigenvalor mds grande y el
eigenvalor mds pequeno no cero de S, respectivamente, con r = min(n,p),

entonces
L= 1=y y b= (1+7)
casi sequramente, cuando p/n —v>0yn— 0.

En el siguiente resultado se presenta la forma que tienen los momentos
de la ley de M-P.

Proposicion 2.3. Si vy < 1, los momentos de la distribucion de Marchenko-
Pastur estdn dados por

b r—1 k
T r—1
/xrf(x)dxzzkll(lg( I ), Vr > 1.
a k=0

Demostracion. Tenemos que a +b = 2(1 + ) y ab = (1 — 7)?, entonces
V(b —2)(x —a) = Vbr —ab— 22 + ax

:\/_ <x_a—;b)2+(azb)2_ab

:\/_ (-2 ey

= iy — [z — (1+9)2

Asi tenemos que

/aba:rf(x)d:v:/ab . V(b —2)(x — a)dr

2mxry

et [ e,
- [ gy

Haciendo = = (y/y+1+7), de = \/ydy y usando el teorema del binomio
se tiene

[wrswir= [ a1 I
/QH< )(1+7)”’“yf — /4= y2dy

2

(r=1)/2

Z (T_l)HW”“/ mdy

=0
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La ultima igualdad es porque los momentos impares de la ley del semicirculo
son cero. La Proposicion 2.1 implica que la expresion anterior es igual a

(r—1)/2
-1 2k 1
(1 rlek:r L
> (1+7) AN D

k=0
(r-1)/2
_1)
(1 ) 1-2k_k (r
kzzo )Y S S £ 1)
’"i/zr‘i% nfr—1-2k (r—1)!
o 1 s K(r —1—2k)(k + 1)
(r=1)/2r—1-2k (7’—1)!

M

EA e T TR T

k=0 =0

Tomando t = k + s, la expresion anterior es igual a
D3Ol =1
—~ (t—Fk)\(r—1—Fk—t)k!I(k+1)!

_T_l tmm(’ t)l ™ [(t\[r—t
7 r\t/)\k)\k+1

t=0 k=0
r—1 min(t,r—1—t)
T t r—t
)X We)
t=0 k=0

. ) m—+n - m n L
Usando la identidad de Vandermonde ( . ) = Z (k) (r B k:) , la ulti-

Il
=S| =

ma expresion es igual a

OG0

[]

La siguiente proposicion muestra la relacion entre la ley del semicirculo
y la ley de M-P.

Proposicion 2.4. 5i X es una variable aleatoria con la distribucion del se-
micirculo, entonces X? tiene la distribucion de M-P.
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Capitulo 2. Distribucion Wishart

Demostracion. Sea'Y = X2, por el método de la transformacién para trans-
formaciones uno a uno por pedazos (ver [12], Seccién 5.1), tenemos que

Frly) = ml = Vi i v
LT

(4 —y)y,

27Ty
1

27ry

la cual es la densidad de M-P con v = 1. Si v = 1, la funcién de densidad de
M-P tiene soporte a =0y b = 4. [

El Teorema de Marchenko-Pastur se cumple para matrices mas generales
de la forma B, = YY7, donde las entradas de la matriz Y de p x n son
variables aleatorias i.i.d. con media cero y varianza finita (ver [2]).

2.4.3. Ley de Tracy-Widom (T-W)

El siguiente teorema, debido a Johnstone [7], muestra cuél es la distribu-
cién asintotica del eigenvalor mas grande de una matriz Wishart. Este resul-
tado sera utilizado en el siguiente capitulo para realizar pruebas de hipotesis
acerca de la matriz de covarianza poblacional de datos normales multivaria-
dos de dimensién alta.

Teorema 2.8 (Johnstone (2001)). Sea A ~ Wy,(n,1,) y sea ly el eigenvalor
mas grande de A. Si p/n — v > 0, entonces

donde las constantes de centralizacion y escala son
2
Hnp = (Vn_1+\/]_7)

= (1) (4 )

y Fy es la funcion de distribucion de la ley de Tracy-Widom definida
como

Fi(s) = exp (—% | i+ -9 >dx) SeR

29



Capitulo 2. Distribucion Wishart

donde q son las soluciones de la ecuacion diferenciable de Painlevé I
¢"(z) = zvq(z) + 2¢*(x), q(x) ~ Ai(r), cuando =z — +oo,

y Ai(zx) es la funcion Airy.

La funcién de distribucién F proviene de una familia de distribuciones Fj,
donde 8 =1,2,4. La funciéon Fj aparece como la distribucion del eigenvalor
mas grande de los conjuntos Gaussian Othogonal Ensemble, Gaussian
Unitary Ensemble y Gaussian Symplectic Ensemble (GOE, GUE y
GSE), respectivamente (ver [11]). A continuacién describiremos estos con-

juntos.

e Gaussian Othogonal Ensemble (GOE). Este conjunto estd com-
puesta por matrices aleatorias reales y simétricas. Sus elementos H,
tales que j < k son estadisticamente independientes y su distribucion
de probabilidad es invariante bajo todas las transformaciones reales y
ortogonales de H, es decir, bajo la transformacion

H— W HW,
donde W es cualquier matriz real ortogonal.

Gaussian Unitary Ensemble (GUE). Este conjunto estd compuesto
por matrices aleatorias hermitianas. Sus elementos diagonales Hj; y las
partes real e imaginaria de sus elementos no diagonales Hjj con j < k
son estadisticamente independientes y su distribucién de probabilidad
es invariante bajo todas las tranformaciones unitarias de H, es decir,
bajo la transformacién

H - U *HU,

donde U es cualquier matriz unitaria.

Gaussian Symplectic Ensemble (GSE). Este conjunto estd com-
puesto por matrices hermitianas y autoduales. Sus elementos diagona-
les y sus cuatro elementos cuaterniénicos de los elementos no diagonales
Hjj, con j > k son estadisticamente independientes y su distribucién de

probabilidad es invariante bajo todas las transformaciones simplécticas
de H, es decir, bajo la transformacion

H — WEHW,

donde W es cualquier matriz simpléctica y W% es el dual de W.
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En [8] se sugiere usar las constantes de centralizacién y escala de
segundo orden para una convergencia mas rapida, dadas por

2
(i
:unp_ 2 2 9
U,_(\/n 1+\/p 1) L
np Y Y
2 2 \/n_l \/p—l

2 2

1/3

/

np €8 decir, se tiene

El Teorema 2.8 es vélido usando las constantes j,, y o
el siguiente resultado.

Teorema 2.9. Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, si p/n —
v > 0, entonces

ll —[L/
np

/ — F17
O-np dist

/ / - -z .
donde [i,,, Y 0, son las constantes de centralizacion y escala definidas ante-
riormente.
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Capitulo 3

Pruebas de hipétesis para la
matriz de covarianza
poblacional con datos de
dimension alta

En este capitulo se presentan pruebas de hipdtesis para la matriz de
covarianza poblacional al considerar datos de dimensién alta. Se utilizan
resultados de la Teoria de Matrices Aleatorias presentados en el capitulo
anterior, especificamente el Teorema de Marchenko-Pastur y la distribucién
de Tracy-Widom, para determinar si la matriz de covarianza poblacional de
datos normales multivariados de dimensién alta tienen una cierta matriz de
covarianza poblacional.

3.1. Teorema de M-P en el estudio de la ma-
triz de covarianza poblacional

El siguiente ejemplo, tomado de Johnstone [8], ilustra la forma en que
el Teorema de Marchenko-Pastur y la Proposicién 2.2 explican la dispersion
de los eigenvalores muestrales cuando los datos tienen distribucién normal
estandar multivariada.

Ejemplo 3.1 (Johnstone (2007)). Se obtuvieron observaciones de n = 10 vec-
tores independientes X1, Xo, ..., X, con distribucion N,(0,1,), con p = 10.
En este caso los eigenvalores de la matriz de covarianza poblacional son to-
dos iguales a uno, pero los eigenvalores observados de la matriz de covarianza
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muestral S,, = Z X X!/n fueron

i=1

0.003, 0.036, 0.095, 0.16, 0.30, 0.51, 0.78, 1.12, 1.40, 3.07.

Notar que en el cdlculo de S,, no se resta la media muetral, esto es comun ha-
cerlo cuando la media poblacional es cero. Se puede observar una dispersion
extrema en los eigenvalores muestrales y no todos ellos estdn cerca de uno.
Este fenomeno puede explicarse por el Teorema 2.7 y la Proposicion 2.2, por-
que el limite de la distribucion empirica espectral de la matriz de covarianza
muestral cuando p = n, es decir cuando v =1, es la ley de M-P con soporte

a=(1-V1)?=0 y b=(1+V1)?=4,
que corresponde al rango de los eigenvalores observados.

Para estudiar con méas detalle lo visto en el ejemplo anterior, se hicieron
simulaciones de muestras aleatorias de una distribucién normal N, (0, I,,). Se
consideraron varios valores de n y p, que contemplan el caso clasico en que v <
1y el de dimension alta en que v > 1 en el Teorema de Marcheko-Pastur, y se
calcularon los eigenvalores muestrales para ver su dispersion. Los resultados
se muestran en las figuras 3.1-3.4, donde se grafica el histograma de los
eigenvalores muestrales (escalado de tal forma que tiene area total igual a
uno) y la funcién de densidad M-P para comparar el ajuste de la distribucién
empirica espectral con la distribucién de M-P. En todas las gréficas se observa
un buen ajuste, en particular cuando n y p son grandes. Se observa también
el atomo en x = 0 de la distribucién empirica espectral para los casos en
que v > 1. La probabilidad del dtomo z = 0 es 1 — 1/, sin embargo en
los histogramas no se observa esta altura debido a que se esta haciendo un
acercamiento para que se pueda apreciar bien la densidad de M-P.
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(a) p=10,n =20, v=1/2

Figura 3.1: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funciéon de densidad

(b) p = 1000, n = 2000, y = 1/2
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de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es la identidad.
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Figura 3.2: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funcién de densidad
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de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es la identidad.
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(a) p=20,n=10,v=2 (b) p = 2000, n = 1000, v = 2

Figura 3.3: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funciéon de densidad
de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es la identidad.
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(a) p=40,n=10,7 =4 (b) p = 2000, n = 500, v = 4

Figura 3.4: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funciéon de densidad
de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es la identidad.

Con el andlisis anterior podemos concluir que si se observan eigenvalores
muestrales muy alejados del soporte de la ley de M-P se tendria una evidencia
de que la matriz de covarianza poblacional no es la identidad. Un modelo
de matriz de covarianza que puede producir eigenvalores muestrales muy
alejados del soporte de la ley de M-P se presenta continuacién.
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Ejemplo 3.2. Considérese el modelo de covarianza Spiked dado por
Y =diag(Ay, 1,1,..., 1),

con Ay > 1. Si A, ~ Wy(n,X), el Teorema de Marchenko-Pastur sigue siendo
cierto (ver [10]). Sin embargo si l; es el eigenvalor muestral mds grande,

entonces
(1+v7)% M <1+ /7

L —
1 /\1(14—%), )\1>1+ﬁ;
casi sequramente cuando n,p — 0o y p/n — v (ver [3]). Cuando Ay > 14/~
se tiene que

(1+ )% < M <1+ﬁ),

es decir, ya no se cumple que los eigenvalores muestrales tienden a perma-
necer en el soporte de la ley M-P.

Para este modelo se hicieron simulaciones de muestras aleatorias de una
distribucién normal multivariada N,(0,%), donde X es el modelo de cova-
rianza Spiked con A\; = 5, considerando los mismos valores de n y p que
usamos anteriormente, y se calcularon los eigenvalores muestrales para ver
su dispersion. Los resultados se muestran en las figuras 3.5-3.8. En las figuras
se observa que el eigenvalor muestral mas grande se encuentra alejado del so-
porte de la ley de M-P, el histograma del resto de los eigenvalores muestrales
se ajusta bien a la ley de M-P.

Por lo tanto, el Teorema de M-P nos proporciona un método para deter-
minar si hay evidencia para suponer que la matriz de covarianza poblacional
de datos multivariados normales de dimension alta es la matriz identidad,
es decir, en el caso en que existan eigenvalores muestrales muy alejados del
soporte de la ley de M-P concluimos que hay evidencia en contra de que la
matriz de covarianza poblacional es la identidad.

El problema con el método anterior es que es subjetiva la decisién de si
un eigenvalor muestral esta muy alejado del soporte de la ley de M-P, por lo
que se requieren llevar a cabo pruebas de hipotesis formales para la matriz
de covarianza poblacional, las cuales se presentan en la siguiente seccion.
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Figura 3.5: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funcién de den-
sidad de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es el modelo de

covarianza Spiked con A\; = 5. Se marca con “e” el eigenvalor muestral més
grande.
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Figura 3.6: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funciéon de den-
sidad de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es el modelo de

covarianza Spiked con A; = 5. Se marca con “e@” el eigenvalor muestral mas
grande.
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Figura 3.7: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funcién de den-
sidad de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es el modelo de

covarianza Spiked con A\; = 5. Se marca con “e” el eigenvalor muestral més
grande.
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Figura 3.8: Histograma de los eigenvalores muestrales y la funciéon de den-
sidad de M-P, cuando la matriz de covarianza poblacional es el modelo de

covarianza Spiked con A; = 5. Se marca con “e@” el eigenvalor muestral mas
grande.

38



Capitulo 3. Pruebas de hipétesis para la matriz de covarianza

3.2. Pruebas de hipétesis para la matriz de

covarianza poblacional basadas en la ley
de T-W

En esta seccion se vera la aplicacion de la distribucion Tracy-Widom de
la Teoria de Matrices Aleatorias, presentada en el capitulo anterior, para
llevar a cabo pruebas de hipdtesis sobre la matriz de covarianza poblacional
de datos normales multivariados.

3.2.1. Prueba de hipétesis de esfericidad

A continuacion presentamos una prueba de hipotesis de esfericidad, es
decir, una prueba para la hipdtesis de que la matriz de covarianza pobla-
cional es proporcional a la matriz identidad, considerando datos normales
multivariados de dimension alta.

El resultado del Teorema 2.8 proporciona una herramienta para llevar a
cabo pruebas de hipotesis de la matriz de covarianza a partir del eigenvalor
més grande de la matriz de covarianza muestral (eigenvalor muestral mas
grande), en particular para probar

Hy:X=1, vs Hy:¥#I, (3.1)

Para ilustrar esto consideremos el siguiente ejemplo de Johnstone [8], donde
se lleva a cabo el contraste de las hipotesis anteriores utilizando la distribu-
cién de Tracy-Widom.

Ejemplo 3.3 (Johnstone (2007)). Dada una muestra aleatoria de tamano n
de la distribucion N,(0,1,), con n = p = 10, se observé que el eigenvalor
muestral mds grande era 4.25, el cual se encuentra fuera del soporte [0, 4] de
la ley de M-P. Utilizando la aproximacion de la distribucion del eigenvalor
muestral mads grande a ley T-W, con las constantes de centralizacion y escala
de sequndo orden del Teorema 2.9, se obtuvo que la probabilidad de observar
un valor mds grande que 4.25 es del 6 %, por lo que considerando un nivel
de significancia del 5% no se rechaza la hipdtesis nula de que la matriz de
covarianza poblacional sea la identidad.

En el ejemplo anterior el eigenvalor muestral mas grande se salié del
soporte de la ley de M-P, pero esto no indica que la matriz de covarianza
poblacional no sea la identidad y es necesario realizar pruebas de hipotesis
para determinar si la matriz de covarianza poblacional podria o no ser la
matriz identidad.
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En resumen, debido al Teorema 2.9, si tenemos las observaciones de una
muestra aleatoria de tamafio n de una normal multivariada N,(0,%) y [; es
el eigenvalor muestral mas grande, una prueba de hipétesis de nivel « para
contrastar las hipétesis (3.1) es rechazar Hy si

nll - lu‘;zp
Trp
es mayor que el punto porcentual superior « de la distribucion Tracy-Widom
F, denotado por Fi(a), donde p,, y o, son las constantes de centralizacién
y escala del Teorema 2.9.
Sean X, Xy, ..., Xy vectores aleatorios i.i.d. con distribucién N,(u,X).
Supongamos ahora que estamos interesados en el juego de hipétesis

Hy:Y =01, vs H,:Y#0°l, (3.2)

Sea .S, la matriz de covarianza muestral dada por la Definicién 1.4, donde n =
N—1.Si o es conocido, entonces bajo Hj se tiene que A = nS,, /o ~ W,(n, I,)
(ver Seccién 2.1). Por lo que en este caso, para contrastar las hipdtesis (3.2)
se puede aplicar la prueba de hipdtesis basada en la ley de T-W utilizando
al eigenvalor més grande de A. Como se menciona en [9], en el caso en
que o es desconocido puede ser estimado con ¢ = trS,,/p, y al considerar
que A=nS, /o tiene distribucién aproximada W,(n, I,,), se puede aplicar la
prueba hipétesis basada en la ley de T-W utilizando el eigenvalor mds grande
de A para contrastar el juego de hipétesis (3.2).

3.2.2. Prueba de hipétesis para Hjy: X =X

Sean X, Xs, ..., Xy vectores aleatorios i.i.d. con distribucién N,(u,X).
Consideremos el juego de hipotesis

Ho X = Eo VS Hl 3 7é ZQ, (33)

donde ¥ es una matriz positiva definida especificada. Definamos Y; = ¥, v/ ¢
it =1,2,..., N, los cuales son vectores aleatorios i.i.d. con distribucién NV,
(Zal/Zu, 261/22261/2). Observemos que bajo la hipdtesis nula las Y; son i.i.d.
con distribucién N, (3, Y g I,). Debido a lo anterior, para contrastar las
hipétesis (3.3) se puede aplicar la prueba de hipdtesis basada en la ley de
T-W utilizando al eigenvalor més grande de la matriz de covarianza muestral
de las Y;, que como se mostrara en el siguiente lema, es igual al eigenvalor
més grande de 35S, donde S,, es la matriz de covarianza muestral de las
X;.
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Lema 3.1. Sean X; yY;, coni=1,2,..., N, como anteriormente. Denota-
mos por l1(A) al eigenvalor mds grande de una matriz A. Sea S, la matriz de
covarianza muestral de las X; dada por la Definicion 1.4. Entonces la matriz
de covarianza muestral de las Y; estd dada por 261/2571261/2 Y
LSS, = L(2y ' 25,557).

Demostracion. Veamos que la matriz de covarianza muestral de las Y; esta
dada por 251/25’”251/2. Tenemos que

N
_ _ 191 _ .
50 28,50 2 = 5 P23 (X - X)(X - XS,

n <
=1

N
1 . _ ey
== X - X)X - X)),
n
=1

N
1 —1/2 —1/2 —1/2 —1/2
:EZ(EO 2X;, — s X (552X — 5 AKX
=1

N
1= 1 _ —
Notar que X, 12X = N E PN 1/2Xi =Y, por lo que la ultima expresion de
i=1
de arriba es igual a

S= i(m ~Y)(Y; =YY,

S|

la cual es la matriz de covarianza muestral de las Y;. Ahora mostraremos que
L(3518,) = (2, 28,5, %),

Observemos que si A es un eigenvalor de % Y 2Sn, entonces para algin v # (
se tiene que

Yot Spv = v
= 5, ?5, 280 = v
= 5,280 = Ant %

= 5,128,522y %) = Ay ?v).
Tomando v = E[l)/ v en la expresion anterior, tenemos que

5,128,500 = £,
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Ahora veamos que v # 0. Debido a que E(l)/ ? es una matriz invertible sus co-

. . . .~ 1/2
lumnas son linealmente independientes, por lo que si v = EO/ v = 0, entonces
v = 0, lo cual es una contradicciéon ya que habiamos supuesto que v # 0. Asi

5,129,510 = M, con T #£0,

por lo tanto A es un eigenvalor de X Y S, %y 12 Anélogamente se puede
mostrar que si A es un eigenvalor de X, Y 2Sn26 2 entonces también es un
eigenvalor de Eal/zSn. De este modo los eigenvalores de 251/23n251/2 y

Zgl/zSn son equivalentes y se tiene que [;(3;1S,) = ll(Zal/QSnZal/Q). O

Como se mencioné anteriormente, el problema de probar la hipétesis nula
en (3.3) se traduce en probar la hip6tesis nula de que la matriz de covarianza
de las Y; es la identidad. Para realizar la prueba de hipotesis con la ley T-W
se debe calcular entonces el eigenvalor mas grande de la matriz de covarianza
muestral de las Y;, que por el lema anterior es precisamente Iy (3, 1S,). A
partir de aqui el procedimiento para aplicar la prueba de hipétesis usando la
ley T-W es como se describié en la Seccion 3.2.1.

En resumen, para contrastar las hipdtesis (3.3) lo que se hace es lo si-
guiente:

= Se calcula I, (2;'S,), que es igual al eigenvalor mas grande de la matriz
de covarianza muestral de las Y.

e Debido a que

nly (35" Sn) — phy

/ .
Unp dist

F, (3.4)

donde ,u;w y O';Lp son las constantes de centralizacion y escala de segundo
orden del Teorema 2.9, entonces rechazamos H, con un nivel de signifi-
cancia « si el lado izquierdo de (3.4) es mayor que el punto porcentual
superior « de la distribucién Tracy-Widom Fy, denotado por F(«).

3.3. Estudio de simulacién para evaluar las

pruebas de hipoétesis basadas en la ley
de T-W

Por medio de simulaciones se evalué que tan buena es la prueba basa-
da en la ley Tracy-Widom para determinar si muestras aleatorias normales
multivariadas tienen una cierta matriz de covarianza.
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Se consideré el juego de hipdtesis (3.1) debido a que es el més simple.
Para distintos valores de n y p se simularon M = 1000 muestras aleatorias
de tamano n con distribucién N, (0, I,) y se calculd la proporcién de veces que
se rechazé la hipotesis nula para varios niveles de significancia, si la prueba
es buena estas proporciones deben parecerse a los niveles de significancia. Se
consideraron casos en que v = p/n > 1 (caso de dimensién alta) y en que
v = p/n < 1 (caso clasico). Los niveles de significancia considerados fueron
a = 0.1, 0.05, 0.01. Los resultados se exponen en los cuadros 3.1-3.4.

a | n=20, p=10 | n=200, p=100 | n=1000, p=500 | n=2000, p=1000
0.1 0.1 0.091 0.102 0.097
0.05 0.052 0.044 0.044 0.04
0.01 0.009 0.013 0.013 0.006
Cuadro 3.1: Resultados de una muestra aleatoria con v = 1/2.
a | n=10, p=10 | n=100, p=100 | n=500, p=500 | n=1000, p=1000
0.1 0.097 0.102 0.11 0.102
0.05 0.047 0.045 0.061 0.051
0.01 0.016 0.009 0.013 0.009
Cuadro 3.2: Resultados de una muestra aleatoria con v = 1.
a | n=10, p= 20 | n=100, p=200 | n=500, p=1000 | n=1000, p=2000
0.1 0.1 0.103 0.102 0.103
0.05 0.049 0.054 0.052 0.054
0.01 0.012 0.01 0.009 0.012
Cuadro 3.3: Resultados de una muestra aleatoria con v = 2.
a | n=10, p=40 | n=>50, p=200 | n=100, p=400 | n=>500, p=2000
0.1 0.093 0.086 0.108 0.102
0.05 0.044 0.043 0.048 0.039
0.01 0.012 0.01 0.014 0.007

Cuadro 3.4: Resultados de una muestra aleatoria con v = 4.

En general se observa que las proporciones en que se rechaza la hipdtesis
nula es cercana al nivel de significancia y que la aproximacién no varia sig-
nificativamente al aumentar los valores de n y p, manteniendo fija la razén
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v = p/n. Se concluye que la prueba de hipdtesis basada en la ley Tracy-
Widom es una prueba aceptable, tanto en el caso de dimension alta, que es
el de mayor interés en este trabajo, como en el caso clasico.

3.4. Comparaciéon de la prueba de hipdtesis
basada en la ley T-W con la basada en
el estadistico de esfericidad

3.4.1. Prueba de hipdtesis basada en el estadistico de
esfericidad
Una prueba muy utilizada en Analisis Multivariado clasico para contras-

tar las hipdtesis (3.2) es la basada en el estadistico de esfericidad, el cual se
define a continuacion.

Definiciéon 3.1. Sean Xy, X, ..., Xy vectores aleatorios i.i.d. con distribu-
cion Ny(p, %), y sea

la matriz de covarianza muestral. Bl estadistico

det.S,,
(trS,/p)P’

es llamado estadistico de esfericidad.

El estadistico de esfericidad surge de la prueba de razén de verosimilitud
para Hy : X = 02]p, la cual consiste en rechazar la hipotesis nula con un nivel
de significancia a si V' < k,, donde k, es el punto porcentual inferior o de la
distribucién de V' (ver [1], [13]). Si la hipdtesis nula es verdadera es claro que
V' debe ser cercano a uno. El siguiente resultado, que puede ser consultado
en [13], proporciona una aproximacién a la distribucién de —nplogV” a través
de la distribucion chi-cuadrada.

Teorema 3.1. Cuando la hipdtesis Hy : ¥ = 0*1 es verdadera, la distribucion
de —nplogV , donde p = 1 — (2p* + p + 2)/6pn, sigue aprozimadamente una
distribucion chi-cuadrada con f = (p+2)(p—1)/2 grados de libertad, cuando
n es grande, es decir,

P(—nplogV < z) = P(x7 < ), VzeR.
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Utilizando esta aproximacion, una prueba de hipotesis de nivel a para
contrastar las hipétesis (3.2) es rechazar Hy si —nplog(V) > X?c(a), donde
X?(a) es el punto porcentual superior o de la distribucién chi-cuadrada con
f grados libertad.

La prueba de esfericidad con el estadistico V' es usado tiinicamente cuando
n > p. Notese que en el caso en que n < p el determinante de .S,, es cero y
por lo tanto V = 0.

Si nos interesa probar Hy : X = X, donde Xy es una matriz especificada,
como se vio anteriormente esto es equivalente a mostrar que la matriz de
covarianza de los datos transformados Y; = 251/2)(1-, 1 =1,2,...,N, es la
identidad. Ya que la matriz de covarianza muestral de las Y; es > Y QSnEa 2
donde 5,, es la matriz de covarianza de las X;, se tiene por propiedades de la
traza y del determinante (secciones A.1y A.2) que el estadistico de esfericidad
para las Y; es

det(251S,,)
(tr(3g"Sn)/p)P

De este modo, una prueba de hipdtesis de nivel a para Hy : X = Yy contra
Hy : ¥ # X es rechazar Hy si —nplog(V) > x7(a), donde x7(a) es el punto
porcentual superior « de la distribucién chi-cuadrada con f = (p+2)(p—1)/2
grados libertad.

V:

3.4.2. Estudio de simulacion para la comparacién de
las pruebas de hipodtesis

A continuacion se presenta un estudio de simulacién para comparar el
desempeno de la prueba de hipdtesis que utiliza el estadistico de esfericidad
con la prueba de hipodtesis basada en la ley T-W. Recordemos que esta tltima
prueba puede ser empleada cuando n < p o cuando n > p.

Para estas simulaciones se consider6 el juego de hipétesis (3.3), en lugar de
considerar el juego de hip6tesis mas simple (3.1), esto con el fin de ilustrar la
utilidad de la ley de T-W para llevar a cabo pruebas de hipoétesis de la matriz
de covarianza poblacional, no solo en el caso de pruebas de esfericidad sino
también en pruebas mas generales. Para esto se consideraron varios valores
de p y n, y se simularon M = 1000 muestras aleatorias de tamano N =n+1
con distribucién N,(0,3), donde X es una matriz Toeplitz (ver Seccién A.6)
de la forma ¥ = Toeplitz(1,¢c,c%, ..., "™ 1) con ¢ = 0.5, la cual por el Lema
A.1 es positiva definida. Los escenarios en las simulaciones contemplan un
valor pequeno de p (10) y un valor grande (100), y para cada valor de p se
consideraron cinco valores de n tales que las mismas razones p/n son tomadas
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en cuenta con los dos valores de p, con el fin de ver el comportamiento de las
pruebas hipdtesis al hacer crecer tanto p como n, pero manteniendo la misma
razén v = p/n. Se calculd la proporcién de veces que se rechazaba la hip6tesis
nula con ambas pruebas para los niveles de significancia o« = 0.1, 0.05, 0.01.

La mejor prueba es aquella que tiene la proporcion de veces que se rechaza
la hipotesis nula més cercana al nivel de significancia. Los resultados de las
simulaciones se exponen en los cuadros 3.5 y 3.6. En estos cuadros la prueba
Xfc se refiere a la prueba de hipotesis que se basa en el estadistico de esfericidad
y la prueba T-W se refiere a la prueba de hipétesis basada en la ley T-W.

«
p=10 | p = 0.1 | 0.05 | 0.01
el X7 0.352 [ 0.250 | 0.130
T-W 0.092 | 0.047 [ 0.009
ne15 X7 0.172 | 0.097 | 0.025
T-W 0.089 | 0.048 [ 0.012
20 X7 0.133 [ 0.073 [ 0.017
T-W 0.092 [ 0.043 [ 0.010
50 X7 0.089 | 0.046 | 0.010
T-W 0.097 [ 0.053 | 0.011
=100 X7 0.112 [ 0.054 | 0.009
T-W 0.087 [ 0.044 [ 0.012

Cuadro 3.5: Comparacion de las pruebas considerando p y n pequenas

e}
p=100 |, 0.1 | 0.05 | 0.01
2
_ XF 1 1 1
n=110 T-W 0.098 | 0.050 | 0.009
ne150 X7 0.896 | 0.820 | 0.611
W 0.100 | 0.043 | 0.007
2
_ % 0.452 | 0.320 | 0.120
=200 T-W 0.116 | 0.064 | 0.012
2
_ % 0.110 | 0.061 | 0.011
=500 W 0.112 | 0.060 | 0.009
2
_ % 0.107 | 0.050 | 0.012
n=1000 T-W 0.084 | 0.037 | 0.008

Cuadro 3.6: Comparaciéon de las pruebas considerando p y n grandes

Notemos que en las simulaciones solo se considerd el caso en que v =
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p/n < 1y no el caso de interés, es decir, el caso de dimensién alta cuando
v = 1, debido a que cuando p > n algunos de los eigenvalores de la matriz
Y51 S, son cero y el estadistico de esfericidad es cero y por tanto —nplogV’
no existe.

Las proporciones de rechazo de la prueba basada en el estadistico de
esfericidad tienden a ser buenas cuando n es lo suficientemente grande con
respecto a p, pero son muy malas en caso contrario, ya que estas proporciones
no se aproximan a los niveles de significancia deseados. Los peores resultados
de esta prueba se observan cuando p = 100 y n = 110, 150, 200 (p y n
grandes, con n no tan alejado de p), en este caso las proporciones de rechazo
son mucho mas grandes que el nivel de significancia correspondiente. En el
caso en que p = 10 y n = 11, 15, 20 (p y n pequefios, con n no tan alejado
de p), las proporciones de rechazo son también més grandes que el nivel de
significancia correspondiente pero son un poco mas cercanas a €l.

Con respecto a la prueba basada en la ley de T-W las proporciones de
rechazo se aproximan a los niveles de significancia atin cuando n no es tan
grande con respecto a p. Los resultados considerando p y n pequenos son
semejantes a cuando son grandes, es decir, al hacer crecer p y n manteniendo
la misma razén v = p/n los resultados no varian significativamente.

Los resultados de los cuadros 3.5 y 3.6 nos indican que la prueba basada
en la ley de T-W resulté ser mucho mejor que la prueba basada en el es-
tadistico de esfericidad para este tipo de datos en que n > p. Se observa por
tanto que la aproximacion a la distribucién T-W dada por el Teorema 2.8 es
mucho mejor que la aproximacién a la distribucién chi-cuadrada dada por el
Teorema 3.1. Cabe mencionar que en los libros de texto clasicos de Anéli-
sis Multivariado las pruebas que se presentan para la matriz de covarianza
poblacional son unicamente las basadas en el estadistico de esfericidad, y lo
que se vio con los resultados de las simulaciones es que la prueba basada en
la ley de T-W es una mejor alternativa.
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La Teorfa de Matrices Aleatoria (TMA) nos brinda una herramienta para
comprender el comportamiento asintotico de los eigenvalores de una matriz
de covarianza muestral de ciertos datos de dimension alta, en particular para
el caso de datos normales multivariados. En este caso la distribuciéon de la
matriz de covarianza muestral es la distribucion Wishart, la cual es una ge-
neralizacién de la distribucién chi-cuadrada. La TMA proporciona resultados
asintoticos de los eigenvalores de una matriz Wishart, en especial la distribu-
cion asintética del eigenvalor més grande. Estos resultados pueden ser usados
para estudiar la forma que tiene la matriz de covarianza poblacional de datos
normales multivariados de dimensién alta, en particular para llevar a cabo
pruebas de hipotesis de la matriz de covarianza poblacional.

El Teorema de Marchenko-Pastur (M-P) proporciona el limite de la dis-
tribucion empirica espectral de la matriz de covarianza muestral cuando la
razén entre la dimension p de los datos y el tamano de la muestra n tiende a
una constante positiva. Este resultado es de utilidad para comprender el com-
portamiento disperso de los eigenvalores de la matriz de covarianza muestral
(eigenvalores muestrales). Si los datos provienen de una distribucién normal
multivariada con matriz de covarianza identidad, se esperaria ver a los ei-
genvalores muestrales dispersos alrededor del soporte de la distribucion de
Marchenko-Pastur [(1—+/7)?, (1++/7)?], con v = p/n. Si por el contrario, la
matriz de covarianza poblacional no es la identidad, no hay garantia de que
los eigenvalores muestrales pertenezcan a este intervalo o estén cerca de él,
por lo que si en la practica observamos que los eigenvalores muestrales estan
muy lejos de este intervalo, tendriamos evidencias para suponer que los datos
no tienen matriz de covarianza poblacional igual a la matriz identidad. Un
modelo de matriz de covarianza poblacional que produce eigenvalores mues-
trales muy alejados del soporte de la distribuciéon de M-P es el modelo de
covarianza Spiked. En este trabajo se llevaron a cabo simulaciones para estu-
diar la dispersion de los eigenvalores muestrales considerando datos normales
multivariados, principalmente de dimension alta. Con estas simulaciones se
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comprueba la utilidad del Teorema de Marchenko-Pastur para determinar si
hay evidencia para suponer que la matriz de covarianza poblacional de datos
multivariados normales de dimension alta es la matriz identidad. Sin embar-
go, como la decision de si los eigenvalores muestrales estan muy alejados del
soporte de la ley de M-P es subjetiva, es necesario llevar a cabo pruebas de
hipétesis formales de la matriz de covarianza poblacional.

La distribucién asintética del eigenvalor més grande de la matriz de co-
varianza muestral de una muestra aleatoria de la distribuciéon normal mul-
tivariada es la ley de Tracy-Widom (T-W). Este resultado permite realizar
pruebas de hipétesis de esfericidad y de que la matriz de covarianza pobla-
cional es una matriz de covarianza especifica, considerando datos normales
multivariados. Las simulaciones llevadas a cabo en esta tesis para verificar el
comportamiento de las pruebas de hipdtesis basadas en la ley de T-W indican
que esta prueba es aceptable, tanto en el caso de dimensién alta como en el
caso clésico, ya que las proporciones de veces en que se rechazé la hipotesis
nula fueron cercanas al nivel de significancia considerado. También se reali-
zaron simulaciones, considerando tnicamente el caso clasico, para comparar
la prueba de hipotesis basada en la ley de T-W con la basada en el estadisti-
co de esfericidad. En estas simulaciones se observo que la prueba basada en
la ley de T-W resulté tener un mejor comportamiento que la basada en el
estadistico de esfericidad, debido a que las proporciones de rechazo general-
mente fueron cercanas al nivel de significancia considerado, mientras que con
la prueba basada en el estadistico de esfericidad muchas veces las proporcio-
nes de rechazo resultaron muy alejadas del nivel de significancia considerado,
en particular en casos en que la dimension es cercana al tamano de la mues-
tra. Esto muestra que la TMA es una herramienta muy 1til en el caso de
dimension alta y en el caso clasico para analizar la matriz de covarianza
poblacional de datos normales multivariados.
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Apéndice A

Algunas definiciones y
propiedades de matrices

En este apéndice se presentan las principales definiciones y propiedades
de matrices que se utilizan a lo largo de esta tesis. Inciamos con el siguiente
conjunto de definiciones.

= Si A es una matriz de p X ¢, una matriz rectangular de nimeros
reales o complejos se escribe como

11 Qaiz2 -+ Qg

Apr Ap2 * "+ Qpgq

el término a;; representa el elemento del i-ésimo renglén y la j-ésima
columna, con esto la matriz A de p x ¢ se escribe de la forma A = (a;;).

= Si p=gq, entonces A es llamada una matriz cuadrada.

= Si g =1, entonces A es un vector columna y si p = 1, entonces A es
un vector fila.

» Sia; =0parat=1,2,....,py j=1,2,..,¢q, entonces A es llamada la
matriz cero y se escribe como A = 0.

» Sip=g¢q,a; =1parai=1,2,...,py a;; =0 para i # j, entonces A es
llamada la matriz identidad de orden p y se escribe como A = I o
A=1,

» Los elementos de la diagonal de una matriz A de pxp son a1, ..., Gpy.
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» La transpuesta de una matriz A de p x ¢, denotada como A’, es la
matriz de ¢ X p obtenida al intercambiar las filas y las columnas de A,
es decir, si A = (a;;), entonces A" = (b;;) donde b;; = aj;.

= Si A es una matriz cuadrada de orden p esta es llamada simétrica si
A = A"y anti-simétrica si A = —A’. Si A es anti-simétrica, entonces
los elementos de la diagonal son ceros.

= Lamatriz A es llamada triangular superior si los elementos que estan
debajo de la diagonal son ceros, y es de la forma

11 Qiz - Al
O a22 . e a2p
0 o --. App

Si todos los elementos por encima de la diagonal son ceros, entonces
diremos que A es una matriz triangular inferior.

= Si A es una matriz de p X p y todos los elementos que estan fuera de
la diagonal son ceros, entonces ésta es llamada una matriz diagonal,
es de la forma

arn 0 ce 0
0 9292 0
0 0 App

y se escribe como A = diag(ayy, ..., app).
= La suma de dos matrices Ay B de p X q es

A + B = (aij + sz)

» Si Ay B son matrices de p X ¢ y ¢ X r respectivamente (el nimero de
columnas de la matriz A es igual al niumero de filas de la matriz B),
entonces el producto de A y B es la matriz de p X r definida por

k=1

El producto de una matriz por un escalar « estda dado por

aA = ofaij) = (oaj).
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» Si A es una matriz de p X p, es llamada ortogonal si AA" = [, = A'A.

» Si A es una matriz simétrica de p x p se cumple que AA" = A?.

Las siguientes propiedades de matrices son elementales:
» A+ (-1)A=0.
» (AB)= B'A’.
= (A ):
(A+B)=A+B.

A(BC)= (AB)C.

AB+C)= AB+ AC.

(A+ B)C= AC + BC.
n A= A.

A.1. Traza de una matriz

Si A es una matris de p X p, la traza de A se define como la suma de los
elementos de la diagonal, es decir

tr(A) = ZCI,M =ay + ...+ App-
1=1

En particular tr(f,) = p. Si A y B son matrices de p x p las siguientes
propiedades de la traza son elementales:

w tr(kA) = ktr(A), Vk € R.

—+

r(A+ B) = tr(A) + tr(B).

(
(
= tr(A) = tr(A).
= tr(AB) = tr(BA).
(

» tr(AB) = tr(B'A").
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A.2. Determinantes

El determinante de una matriz cuadrada de p x p, denotada por |A| o
detA, esta definido como

detA = E ExQ1j, 24y * apjp7
™

donde Z denota la suma sobre todas las p! permutaciones © = (j1, ..., jp)

™
de (1,...,p) y ex = 1 6 —1 de acuerdo a si permutacién 7 es par o impar. Las
siguientes propiedades del determinante son elementales:

= Si todos lo elementos de una fila o columna de A son cero, entonces el

detA = 0.
s detA= detA’.

= Si todos los elementos de una fila o columna de A se multiplican por
un escalar «a, entonces el determinante se multiplica por a.

» Si A es uma matriz de p X p y « es un escalar, entonces det(ad) =
aPdetA.

= Si B es una matriz obtenida de A al intercambiar dos filas o columnas,
entonces detB = —detA.

= Si dos filas o columnas de A son iguales, entonces el detA = 0.
» Si Ay B son matrices de p X p, entonces det(AB)= (detA)(detB).
» Si Aesdepxqy B esdeqxp, entonces det(l, + AB) = det({,+ BA).

A.3. Inversa de una matriz

Si A = (a;j) es de dimension p x p, con detA # 0, A es llamada matriz no
singular. En este caso hay una tnica matriz B tal que AB = I, = BA. La
matriz B es llamada la inversa de A y es denotada por A™!. Las siguientes
propiedades son elementales:

- (A—l)/ — (A/)fl.

» Si Ay C son matrices no singulares de p x p, entonces (AC)™! =
ctA !,

n det(A)' = (detA)™ "t

» Si A es una matriz ortogonal, entonces A~' = A’
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A.4. Eigenvalores e eigenvectores

Si A es una matriz de p X p, la ecuacion caracteristica de la matriz A
esta dada por

det(A— M) =0, XER.

El lado izquierdo es un polinomio de grado p en A, por lo cual este polinomio
tiene exactamente p raices las cuales son los eigenvalores (o valores pro-
pios) de A. Estas raices no son necesariamente distintas y pueden ser reales
o complejas. Si A\; es un valor propio de A, entonces

det(A - )\1]) = 0,

por lo tanto A — A\;1 es singular. Si X; es un vector no nulo tal que (A —
A1) X, = 0, este es un eigenvector (o vector propio) de A correspondien-
te a A\1. A continuacion se presentan algunos resultados importantes sobre
los eigenvalores y eigenvectores de una matriz, asi como también de descom-
posicién de matrices, los cuales pueden ser consultados en [13].

Teorema A.1. Si A es una matriz simétrica real, entonces sus eigenvalores
son todos reales.

Teorema A.2. Sea A una matriz simétrica. Si \; y \; son eigenvalores dis-
tintos de A, entonces los correspondientes eigenvectores X; y X; son ortogo-
nales.

Teorema A.3. Si A es una matriz real de p X p con eigenvalores reales, en-
tonces existe una matriz ortogonal H tal que H' AH es una matriz triangular
superior cuyos elementos de la diagonal son los eigenvalores de A.

Teorema A.4. Si A es una matriz real simétrica de p X p con eigenvalores
AL, ...y Ap, entonces existe una matriz ortogonal H de p X p tal que

H'AH = D = diag(\1, ..., \p).

A.5. DMatriz no negativa definida y positiva
definida

Definicion A.1. Sea A una matriz simétrica de m x m, llamaremos a la
matriz A no negativa definida si

o’Aa >0, VYo eR™.
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Definicién A.2. Sea A una matriz simétrica de m x m, llamaremos a la
matriz A positiva definida si

dAa >0, VYVaeR™ «a#0.

Criterio A.1. Sea A = (a;;), 1,7 = 1,2,...,m, una matriz simétrica. El
[-ésimo menor principal de A es |B)| = det(B;) donde B; = (a;j), i,j =
1,2,...,1. La matriz A es positiva definida si y solo si todos sus menores

principales son positivos.

Criterio A.2. Una matriz simétrica A es positiva definida (no negativa de-
finida) si y solo si todos sus valores propios son positivos (no negativos).

A.6. Matriz Toeplitz

La siguiente definicién puede ser consultada en [4].

Definicién A.3. Una matriz Toeplitz A = (a;;) es una matriz d x d, tal
que Q;; = Qj41,5+1, ’l,j = 1,2, ,d —1.

Por ejemplo, para d = 5, la matriz Toeplitz presenta la forma

b

I
ST % 2

~
~~ Q2 0

o
SIS I O = W

h g f

Notemos que si la matriz A es simétrica, entonces la matriz Toeplitz esta
determinada por la primera fila y por ejemplo, para d = 5, se usa la notacion
A = toeplitz(a,b, c,d, e) para indicar que la matriz A tiene la forma

a b ¢ d e
b a b ¢ d
A=1]c b a b c
d ¢c b a b
e d ¢ b a
Asf la matriz Toeplitz ¥q = toeplitz(1,s, 5%, ...,s°7 "), con 0 < s < 1, es

1 S 52 3 ... gl

S 1 2 ... gi2

Yy = s S 1 s .. 53

G-l gd—2 -3 4 1

El siguiente resultado es util en la Seccién 3.4.2.
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Lema A.1. La matriz Toeplitz $q = toeplitz(1, s, s%, ..., s*71),

es positiva definida.

con < s <1,

Demostracion. Demostraremos por induccién que los menores principales
|By|, satisfacen |By| = (1 — s%)'"™, 1 = 1,2,...,d. Asi, por el Criterio A.1,
>4 es positiva definida.

Para i = 1, tenemos que | By| = 1 = (1—5%)°. Supongamos que |B;| = (1—
s%)!71. Veamos ahora que | By, | = (1—s?)". Por propiedades de determinantes
tenemos que

S S S
s s 2 -1
52 S 1 S =2
|Bit1| = .
1 g2 (-3 s
o gl g2 I3 1
$2 3 g1 l
s g3 g2
= 1|Bl| — S . .
g1 g2 (-3 s 1
2 g2 1l
-3 1-2 -1
9 1 S S
+ s .
s g2 52 S 1
s 2 ... g2 gl l
-3 1-2 -1
e 1 S S S S
+o+ (1) s :
g2 -3 3 2 s

Notemos que a partir del segundo término de la tltima expresién, podemos
factorizar s del primer renglén de la matriz en el determinante. A partir del
tercer término, cada determinante es igual a cero debido a que la primera y
la segunda fila de la matriz son iguales. Asi

Bl = | Bl = 8| Bl = [Bi|(1 - s%) = (1 — 5%)',

=1 > 0, para todo

por la hipétesis de induccién. De esta forma |B| = (1 — s?)
[>1.

O
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Apéndice B

Algoritmos de simulaciones

B.1. Teorema de Marchenko-Pastur

Las graficas mostradas en la secciéon 3.1 fueron obtenidas mediante los
algoritmos que presentamos a continuacion.

(a) Paran >p

library (MASS)

n=2000

p=1000

g=p/n

a=(1-sqrt(g)) -2

b=(1+sqrt(g)) "2

mu=rep(0,p)

Sigma=diag(rep(1,p))
X=mvrnorm(n,mu,Sigma)

Sn=t (X) %*%X/n
eival=sort(eigen(Sn)$values)

eival

hist(eival,freq=FALSE, xlab="", ylab="",
x1im=c(0,4.5), ylim=c(0,1), axes=FALSE,main="")
par (new=TRUE)

MP<-function(x)

{sqrt ((b-x)*(x-a))/(2*pi*x*g)}
plot(MP1,a,b,xlab="", ylab="",col="red",
lwd= "3", x1im=c(0,4.5), ylim=c(0,1)).

(b) Paran <p
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n1=500

p1=2000

g=pl/ni

a=(1-sqrt(g)) "2
b=(1+sqrt(g)) "2
mul=rep(0,pl)
Sigmal=diag(rep(1,pl))
X1=mvrnorm(nl,mul,Sigmal)
Sni=t (X1)%*%X1/n1
eivall=sort(eigen(Snl)$values)
eivall #[(n1+1):p1]
al=eivall[pl-n1+1]
ap=eivall[p1]

k=10
v=seq(al-0.0001,ap, (ap-al+0.0001)/k)
h=hist(eivall,freq=FALSE, breaks=c(0, v), xlab="", ylab="",

x1im=c(0,b+0.5), ylim=c(0,0.3), axes=FALSE,main="")
par (new=TRUE)

MP1<-function(x)

{sqrt ((b-x)*(x-a))/(2*pi*xx*g)}
plot(MP1,a,b,xlab="", ylab="",col="red",

lwd= "3", x1im=c(0,b+0.5),ylim=c(0,0.3)).

B.2. Pruebas de hipdtesis basadas en la ley
de T-W

Los resultados expuestos en la Seccion 3.3 fueron obtenidos con el siguien-
te algoritmo. Se contempla el caso cldsico v = p/n < 1 y de dimensién alta

vy=p/n =1

library (MASS)

library(RMTstat)

n=100

p=400

beta=1

pr1=0.9

pr05=0.95

pr01=0.99

Q1= qtw(prl,beta, lower.tail= T)
Q05= qtw(pr05,beta, lower.tail= T)
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Q01= qtw(prOl,beta, lower.tail= T)
cont1=0

cont05=0

cont01=0

mu=rep (0, p)

Sigma=diag(rep(1,p))
mnp=(sqrt(n-1/2)+ sqrt(p-1/2))"2
signp=sqrt (mnp)*(1/sqrt(n-1/2)+1/sqrt(p-1/2))"(1/3)
M=1000

for (i in 1:M){
X=mvrnorm(n,mu,Sigma)
Sn=t (X) %*%X/n

A=Snx*n

eival=eigen(A)$values
Li=max(eival)

F=(L1-mnp)/signp
pval=1-ptw(F,beta, lower.tail= T)
if (Q1<F){

contl=contil+1

+

if (QO5<F){
cont05=cont05+1
}

if (QO1<F){
contOl=contO1+1
}

}

cont1l/M
cont05/M
cont01/M

B.3. Pruebas de hipdtesis basadas en la ley
de T-W y el estadistico de esfericidad

Los resultados expuestos en la Seccién 3.4.2 fueron obtenidos con el si-
guiente algoritmo. Se contempla solo el caso clasico v = p/n < 1.
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Capitulo B. Algoritmos de simulaciones

library (MASS)
library(RMTstat)

n=150

p=100

N=n+1

mu=rep(0,p)

beta=1

f=p*(p+1)/2-1
ro=1-(2*p~2+p+2) / (6*p*n)

pri1=0.9

pr05=0.95

pr01=0.99

Pl=qchisq(prl,f, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
P05=qchisq(pr05,f, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
PO1=qchisq(pr01,f, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

contchl1=0
contch05=0
contch01=0

Q1= qtw(prl,beta, lower.tail= T)
Q05= qtw(pr05,beta, lower.tail= T)
Q01= qtw(prO1,beta, lower.tail= T)
cont1=0

cont05=0

cont01=0

g=0.5
y=g~ (0: (p-1))
Sigma=toeplitz(y)

mnp=(sqrt(n-1/2)+ sqrt(p-1/2))"2
signp=sqrt (mnp)*(1/sqrt(n-1/2)+1/sqrt(p-1/2))"(1/3)

M=1000

for (i in 1:M){
X=mvrnorm(N,mu,Sigma)
S=var (X)
L=solve(Sigma)
C=L%*%S
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eival=eigen(C)$values
trC=sum(eival)
detC=prod(eival)
V=(detC)/((txrC/p) "p)
E=-n*ro*log(V)
pvalO=1-pchisq(E,f)
pvalO

Li=max(eival)

F=(n*L1-mnp)/signp
pval=1-ptw(F,beta, lower.tail= T)
pval

if (P1<E){
contchl=contchil+1

}

if (PO5<E){
contchO5=contch05+1
ks

if (PO1<E){
contchOl=contchO1+1
}

if (Q1<F){
contl=contil+1

}

if (QO5<F){
cont05=cont05+1
}

if (QO1<F){
contOl=cont01+1
s

+
contchl/M
contch05/M
contch01/M
cont1/M
cont05/M
cont01/M
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