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Resumen

El entrelazamiento es un fenémeno fisico que surge de la interaccién de sistemas cudnticos.
Matematicamente, la informacién probabilistica de cada sistema cudntico individual esté represen-
tada por una matriz llamada estado; a su vez el sistema cudntico conjunto estd representado por una
matriz que podemos pensar como una matriz a bloques (por ser combinacion lineal de producto
tensorial de matrices). En este marco, surgen de manera natural las matrices aleatorias a bloques
al considerar estados aleatorios en el sistema compuesto.

La importancia de la deteccidn del entrelazamiento cuédntico surge de la teoria de informacién
cuantica como recurso de transmision de bits y qubits (unidades de informacion), y los criterios
existentes para detectarlo estdn en términos de mediciones parciales en estados, es decir, funciones
aplicadas a los bloques de la matriz estado del sistema compuesto. Mads atn, los criterios s6lo
dependen del espectro de las matrices modificadas a bloques (los estados después de las mediciones
parciales).

El andlisis del espectro de matrices modificadas a bloques (y por tanto del problema de de-
teccion de entrelazamiento en estados aleatorios compuestos), requiere el uso de la teoria de pro-
babilidad libre valuada en operadores para su estudio, ya que la teoria de matrices aleatorias cldsica
no brinda soluciones para este tipo de matrices.

En el presente trabajo se motiva y expone de manera detallada el problema de deteccion de
entrelazamiento y su importancia en la teoria de informacion cudntica y se enlistan los trabajos
existentes en matrices aleatorias que brindan soluciones parciales al mismo. Se presenta, ademads,

la solucién general de este problema usando la teoria de probabilidad libre valuada en operadores.

Palabras Clave: Entrelazamiento, Cuantica, Protocolo de Informacion, Probabilidad Libre, Ma-

trices Aleatorias.
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Introduccion

La mecdnica cudntica surgi6 a principios del siglo XX como una teoria fisica que explica el com-
portamiento de la materia a escalas microscdpicas, a velocidades pequeias respecto a la de la luz;
con su formulacién vinieron también resultados contraintuitivos para los cientificos de la época,
entre ellos la dualidad onda-particula, la superposicion cudntica y la naturaleza no deterministica
de la materia. Uno de estos fendmenos es el llamado entrelazamiento cudntico, observado por
Schrédinger!, y el cudl se refiere a la correlacion cudntica que preservan las particulas después de
haber tenido interaccién. En términos practicos, si dos sistemas de particulas interactuan y después
de dicha interaccion se realiza una medicion en uno de los sistemas, el acto de medir afectara de
manera inmediata al otro sistema, independientemente de la distancia entre ellos (lo cual hace im-
posible que algo viaje entre los dos sistemas de particulas para crear la comunicacion, pues de ser
asi, se violaria el limite asintético que impone la velocidad de la luz). En 1935, Einstein, Podol-
sky y Rosen usaron el entrelazamiento para presentar una aparente paradoja que hizo surgir dudas
sobre la completitud de la mecénica cudntica 2, plantearon que alguna variable oculta que no es-
taban considerando provocaba la correlacion antes de la separacion de los sistemas. Sin embargo,
en 1964 Bell demostré que si hubiera una variable oculta antes de la separacion, entonces el sis-
tema cumpliria ciertas desigualdades, las cuales no cumplian muchos sistemas cuénticos, dejando
claro que el entrelazamiento cudntico es, de hecho, un fenémeno natural (comprobado después
experimentalmente).

La teoria de informacién cudntica tiene como premisa usar las leyes naturales de la mecénica
cuantica para transmitir informacién, y por su naturaleza el entrelazamiento cudntico es prota-
gonista en muchos protocolos de transmision de informaciéon. La idea es mandar bits o qubits
(unidades de informacidn) a través de canales cudnticos o cldsicos, usando que el sistema conjunto
de emisor y receptor esté representado por un estado entrelazado y por tanto las mediciones que se
realicen en el espacio del emisor afectan al espacio del receptor, el cual interpreta los cambios en
su sistema para obtener un mensaje.

Matematicamente, los estados del sistema conjunto estan representados por matrices a bloques
(o producto tensorial de matrices) y por tanto, al considerar estados aleatorios, naturalmente se
deben de estudiar matrices aleatorias a bloques. Como mencionamos antes, detectar entrelaza-
miento hace la diferencia entre transmitir informacién o no, lo que hace relevantes a los criterios
existentes de deteccidn de entrelazamiento, tales como el criterio de reduccion, criterio Peres-

ISchrodinger usé la palabra alemana “Verschrinkung” para este fenémeno, misma que fue cambiada por Einstein
por “spukhafte fernwirkung” cuya traduccién puede ser “accién fantasmagoérica a distancia”.
ZVéase [47], p-p- 10



Horodecki y los testigos de entrelazamiento. Estos ultimos dependen tnicamente del espectro
de la modificacion a blogues del estado del sistema, es decir, la matriz resultante de aplicar una
funcién de matrices a cada uno de los bloques de la matriz que representa el estado del sistema
compuesto.

Por lo discutido en el parrafo anterior, para resolver el problema de deteccién de entrelaza-
miento de estados aleatorios compuestos, se debe estudiar la distribucion espectral de las matrices
aleatorias modificadas a bloques.

La herramienta para atacar dicho problema que estudiaremos en esta tesis es la teoria de proba-
bilidad libre valuada en operadores, la cual surgi6 en los 90’s con el objetivo de estudiar el andlogo
libre al concepto clésico de independencia con respecto a una esperanza condicional.

Uno de los primeros acercamientos a usar matrices aleatorias en el problema de deteccion de
entrelazamiento lo tuvo Aubrun en [4] donde estudia la transpuesta parcial en estados aleatorios
representados por una matriz aleatoria a bloques. Posteriormente, Banica y Nechita en [8] y [7] ex-
tienden el estudio a otras aplicaciones parciales en ciertas familias de matrices aleatorias utilizando
elementos de la teoria de probabilidad libre.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo se exponen
los elementos principales de la fisica cuantica que sirven para presentar los resultados cldsicos de
la teoria de transmision de informacion cudntica, tales como los qubits, canales cuanticos y los
protocolos de informacidn: distribucion de claves cudnticas, teleportacion cudntica y codificacion
superdensa. En este mismo, se trata el problema de deteccién de entrelazamiento y los criterios
que existen como solucion. Es importante mencionar que aunque €sta es una tesis de matematicas,
el Capitulo 1 no trata de describir estos temas con rigor matematico, si no mas bien de plantear
las ideas basicas que explican el problema de deteccion de entrelazamiento cudntico y motivan los
capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 se consideran los estados cudnticos aleatorios y los canales cudnticos aleato-
rios. Para este andlisis es necesario el uso de la teoria de matrices aleatorias como herramienta para
establecer algunos resultados asintoticos. Se estudian también ciertas medidas de probabilidad in-
ducidas en el conjunto de estados no entrelazados. Lo anterior es una exposicion de los resultados
de Aubrun en [5].

El tercer capitulo es el més relevante de este trabajo. En €l se estudia el trabajo de Arizmendi,
Nechita y Vargas ( [3]) donde obtienen la distribucion asintética espectral de matrices modificadas
a bloques, para dar solucion al problema de deteccion de entrelazamiento. Para la exposicion de
sus resultados se estudian las herramientas principales de la probabilidad libre y la probabilidad
libre valuada en operadores.

Finalmente, en el Capitulo 4 se enlistan las conclusiones del presente trabajo y los aportes del
mismo.




Capitulo 1

Teoria de Informacion Cuantica

El objetivo de este capitulo es presentar los elementos bésicos de la teoria de informacion cudntica
que motivan y delimitan el problema de deteccion de entrelazamiento. Las referencias principales
para este capitulo son [47], [1] y [23].

Comenzamos estableciendo el lenguaje de la mecédnica cudntica que nos permite exponer de
manera detallada la teoria de informacion cudntica. La exposicion se hace desde el punto de vista
de fisica, ya que, a pesar de ser un trabajo de matematicas, el objetivo de este capitulo es motivar
los elementos que surgen en los capitulos posteriores.

Seguido dicha exposicion, motivamos el problema de la deteccion de entrelazamiento usando
como ejemplos los protocolos de informacion, para finalmente estudiar los criterios existentes para
tal deteccion.

1.1 Preliminares de Mecanica Cuantica

En esta seccion se da un breve repaso de algunos elementos bdsicos de la mecanica cuéntica. Se
definen la notacién de Dirac, los observables y estados. Finalmente se discute el producto tensorial
de sistemas cudnticos (en donde surge el entrelazamiento).

Para los fines de este trabajo nos basaremos sélo en los sistemas cudnticos de dimension finita.

1.1.1 Notacion de Dirac

La formulacién matemaética de la mecanica cudntica para describir un sistema fisico tiene como
espacio subyacente a un espacio de Hilbert complejo separable H (llamado el espacio de estados).
En este trabajo consideraremos solo el caso de dimension finita. En dicho espacio, Paul Dirac
introdujo la notacion de kets y bras para referirse a los vectores del espacio de Hilbert y sus duales,
respectivamente.

Por Ket nos referimos a cualquier vector del espacio de estados y se representa como [1)), para
alguna etiqueta ) y un Bra es cualquier elemento del dual *.

Notacion: Sea |¢)) € H, entonces denotamos por (7| al elemento dual asociado a |1)), i.e., el
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unico funcional que cumple que
Wl(lo)) = (), 19)),

donde (-, ) es el producto interior del espacio de Hilbert, es decir, evaluar el funcional (¢/| en el
vector |¢) nos dd el mismo complejo que hacer el producto interior de |1)) con |¢).
En adelante, por la observacion anterior, se usa (1)|¢) para denotar el producto interior de |1))

y @)

Observacion 1.1. La notacion de los bras y kets es muy conveniente para usos en fisica, ya que
la etiqueta “1)” no tiene un contexto definido, podria usarse por ejemplo, |arriba) y |abajo) para
denotar los estados del spin de un electrén, como también podria ser | 1) y | |), 0 |0) y |1), etc.

Observacion 1.2. Una operacion que podemos definir paraT € H*yx € HesaT : H — H
dada por
(xT)(v) = T(v)z.

Es decir, 27T le asigna a v el vector x multiplicado por el complejo 7'(v). En notacién de Bras y
Kets, eso se ve como

|0) (¢,

y denota la misma operacion. Usaremos esta notacion en adelante.

Ejemplo 1.1. Si tomamos el espacio H = C? con el producto estdndar, tenemos que |¢) € H es

de la forma
o

9) = | 5
y

para algunos «, 5,7 € Cy (¢| = [o, 5,7] € H* (bajo el isomorfismo natural). Y por tanto, si
|Y¥) = [a,b, c]T € H, entonces

a « a
(Pl) =, 8,7 [ b ] =aa+Bb+ye= |
c ¥ c

En este caso |@) (1] es la operacion Ly : C* — C3, La(x) = Az, donde A es la matriz

«Q aa ab ac
A=|p (a,b,c) = | Ba Bb Bc
¥ ya b e

Observacion 1.3. Sean {|1;) }ier ¥ {|#i) }ier dos bases ortonormales de nuestro espacio H.

1. Se cumple que 3~ [¢1) (¢ = I = 37 |¢0) (il y ala) = 3 [{ila) .

iel el el

2. El operador A = > |1);)(¢4], es la transformacion basis-flip, i.e, si |a) estd expresado en la
iel
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base {|¢;)} como |a) = > a;|¢;), entonces A|a) nos devuelve un vector |b) que expresado
i€l
en la base {|1;) } es [b) = > ayliy).
i€l

Definicion 1.1. Una medicion proyectiva en ‘H es una familia {II;};c;, II; : H — H que cumple,

> I=1,

i€l

Si J es un operador hermitiano en #, con eigenvalores {\; };c; y II; la proyeccién I1; : H —
E,,, donde E), es el eigenespacio asociado a )\;, entonces {II;} es una medicion proyectiva; esto
se sigue de la descomposicidn,

H=EE..
i

Se cumple ademds que J = Y \;II;. Llamaremos a esta medicién proyectiva la resolucion de la

icl
identidad de J.

1.1.2 Estados, Mediciones y Observables

La definicion de estado puro estd basada en el primer postulado de la mecénica cudntica.

Definicion 1.2. Sea H un espacio de estados. Un estado puro es cualquier vector de norma uno
[4) € H con la identificacion [1)) ~ |p) si |¢) = €?|1)), es decir, la clase de equivalencia asociada
a dicha relacién. En caso de que [¢)) ~ |¢), se dice que los vectores representan el mismo estado
fisico.

Observacion 1.4. En este trabajo, también llamaremos a las proyecciones de rango uno, de la
forma [)) (1| con |¢) unitario, un estado puro. Notemos que dichas proyecciones coinciden para
todos los representantes de una misma clase de equivalencia segin la definicion anterior.

En mecénica clésica, los observables son una cantidad o propiedad del estado del sistema, que
puede ser medida (observada), mediante una secuencia de operaciones fisicas, por ejemplo leer
valores en un equipo de medicién; dichos observables se representan por funciones f(z,p) que
dependen del momento lineal y la posicion (el llamado, espacio de fase cldsico). En cambio en
mecdanica cudntica, los observables requieren mas estructura; la definicion de observable cuantico
viene del segundo postulado de la mecanica cuéntica.

Definicion 1.3. Un observable en un espacio de estados # es cualquier operador hermitiano ac-
tuando en H.

El acto de hacer una medicién en nuestro espacio de estados estd contemplado en el tercer
postulado cuantico, que nos dice que los observables s6lo pueden tomar valores en su espectro, es
decir, el espectro es su soporte. En el presente trabajo, se consideran solo observables con espectro
finito.
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Definicion 1.4. Dado un observable A y |¢)) el estado del sistema, se define la esperanza de A por:

(A) = (¢[Al¢).

Observacion 1.5. Observemos que la bilinealidad del producto interior implica que la esperanza
es lineal. Ademds cumple que

() = W) = @ly) =1,
por ser |1) vector unitario.

Presentamos ahora los ejemplos mds importantes de espacios de estados para la teoria de infor-
macion cudntica. Usaremos sus elementos y principales operadores para entender la transmision
de informacion en los protocolos de la seccion 1.3.

Ejemplo 1.2 (Qubit). Un qubit es un elemento de un sistema cudntico de dos niveles, es decir,
de un espacio de Hilbert complejo H de dimension 2, que sin perdida de generalidad lo tomamos
como C? con la norma || - ||o.

Denotamos por |0) = ((1)) y|l) = <(1)> , entonces cualquier [¢)) € H es de la forma

) = al0) + 6]1) = a (3) o @ - (g) |

Mencionamos antes que dos estados |¢)) y [¢) = e*|¢)) representan el mismo sistema fisico y
los identificamos (via la relacion de equivalencia) como el mismo. Teniendo esto en cuenta es facil
ver que todo estado puede representarse como:

) = cos(6/2)[0) + ¢ sin(6/2)]1),

para algunos 0 < 0 < my 0 < ¢ < 27. Es decir, en el caso de qubits, hay una biyeccién entre
estados y puntos en la esfera de radio 1; a esta representacion de estados en la esfera, se le llama
la esfera de Bloch.

Definicion 1.5. Consideremos el espacio de un qubit.
1. A labase ortonormal {|0),|1)} se le llama base computacional.

2. Alabase ortonormal {|+), |—)}, donde

1 1 /1 1 1 1
=+ == (1) v = s -m == ().

se le llama base de Hadamard o base +/—.

Definimos la transformacion NOT-gate por X|0) = |1) y X|1) = |0). La representacion
matricial de X en la base computacional es:
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[+)

|-»)

Figura 1.1: Esfera de Bloch

01
Ul:X:(l 0)’

de forma andloga se definen las transformaciones con matrices asociadas

0 — 1 0
UQ—Y—(Z. O> y O'g_Z_<O _1).

Definicion 1.6. A las matrices o0;, ¢ = 1,2, 3 se les llama matrices de Pauli.

Proposicion 1.1. Las matrices de Pauli son hermitianas, unitarias, con eigenvalores +1, ademas
conmutan o anticonmutan entre ellas. Se cumple también que Tr(0;0;) = 24,; y mds adn, o7 = 1.

Definimos también la operacién unitaria de Hadamard, la cual denotaremos por H en los pro-
tocolos de informacion.

Definicion 1.7. La transformacion H definida como H|0) = |+), H|1) = |—), o bien, como
H = |+){0| + |—)(1]| es llamada transformacién de Hadamard.

Observacion 1.6. La matriz representacion del operador de Hadamard es

=5l 2)

o < Ly 242
y representa una rotacion de dngulo 7 sobre el eje 5

Ejemplo 1.3 (Qudits). Esta es una generalizacion del qubit para dimensién d. Como caso particu-
lar de los qudits tendremos a los qubits d = 2, los qutrits d = 3, etc.

Un qudit es un sistema cudntico de d niveles, es decir un espacio de Hilbert complejo de
dimension d, que sin perdida de generalidad podemos tomar como C%y {|i)};—o1.. 41 la base

7
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estandar de C?. Los estados en este caso son de la forma
d—1

) = ayli),
§=0

d-1
con Y | |* = 1. Parax € N U {0} definimos el operador de shift ciclico, X () como
j=0
X(@)j) =i @),
suma médulo d. Y también el operador de fase Z(z) como

Z(2)|j) = exp(2mizj/d)|j)

-----

de Heisenberg-Weyl y son el analogo a las matrices de Pauli para los Qudits.

Observacion 1.7. En mecénica cudntica es de importancia cambiar el estado del sistema |1)) por
T|¢) pero de tal forma que el resultado siga siendo un estado y que ademds podamos “devolver”
el proceso para regresar a |¢)). Esto funciona para los operadores unitarios ya que

* Los operadores unitarios son invertibles, de hecho U* = U~! y por tanto nuestra evolucién
del sistema es reversible si atin no se ha hecho una medicion.

* Los operadores unitarios preservan la norma 1; eso nos garantiza que U|y)) es también un
estado cudntico. De hecho los operadores unitarios son los unicos que preservan normas.

Las compuertas X,Y, Z y H y los operadores de Heisenberg-Weyl son ejemplos de operaciones

unitarias.

1.1.3 Producto Tensorial y Entrelazamiento

Cuando hacemos el producto tensorial de dos espacios de Hilbert (Hy, (-|-)1) y (Ha, (:|)2), se toma
el producto tensorial de espacios vectoriales y se hace la completacion del espacio para que toda
sucesion de Cauchy converja respecto al producto interior:

(e @ble®d) = {a|c)1(b]d)»-

Si T3 es una transformacién lineal en H; y 75 en H, entonces se define la transformacion
Ty ® T, en el producto tensorial H; ® Ho como

Ty @ Th(v@w) =T (v)® Tr(w).

Una propiedad importante es que la composicion de estas transformaciones cumple que (7} ®
T5)(S1 ® S2) = (1151) ® (13.S3).
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Si tomamos los espacios vectoriales M, (C) y M,,(C), el producto tensorial es M, (C) ®
M, (C) = M,,,(C) (el producto corresponde, de hecho, al producto de Kronecker), por ejem-
plo en dimension 4:

a1y bi1 b2 a1 bi1 bio
A®B = 11 Qai12 ® bi1 by _ ba1 Do ba1 Do
Q21 A22 ba1  bay a bi1 bio a bi1 Do
2 bai by 2 bai  bao
a11b11  a11bia aiebin  ajebio
a11b91  a11bay  a1oba  ajabas
a21011  agbia  axnbii  aznbiz
a21b91  ag1baa  ageba  ageba

Observacion 1.8. El espacio dado por el producto tensorial es un nuevo espacio de estados, cor-
respondiente a la interaccion de los dos sistemas originales, lo llamaremos espacio compuesto.

Establezcamos algo de notacion. Si |p) € H 'y |¢)) € Hp, entonces |pi)) representa al vector
|¢) @ |) en Ha @ Hp. De igual forma, (¢ es el funcional {¢| @ (1]

Asi, en el espacio compuesto asociado al producto de dos sistemas de qubits, tenemos la sigu-
iente notacion para los elementos base del nuevo espacio |00}, |01), |10), |11), que por la identifi-
caciéon C? ® C? = C* podemos expresar como

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

y de hecho un vector general en el espacio compuesto (o producto tensorial) serd
al0) @ 10) + 5|0) @ [1) +4|1) ®[0) +6]1) @ |1),

o bien,

al00) + 5|01) 4+ ~|10) + §|11) =

2 @R

Para finalizar la seccion, presentamos la definicion de entrelazamiento cudntico para estados
puros.

Definicion 1.8. Consideremos H4 y Hp dos espacios de estados y su producto tensorial H =
Hy® Hpg.

i) Decimos que |n) € H es separable si existen estados [)) 4 € Hay |¢)p € Hp tal que

m) =[¥)a®[0)B.

9
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ii) Diremos que |n) € H es entrelazado si no es separable.

Ejemplo 1.4. En el espacio producto de dos sistemas de qubits, consideremos el estado EPR

definido como,
B |00) 4 |11)

|(I)+>AB - \/5 .
Si suponemos que |®T) 45 es separable, entonces existen |a) = a|0) + S|1) € Hay |b) =
7]0) + d|1) € Hp, tal que

100) + |11)

T3 = 1904 = la) ©[6) = 09100) + 00]01) + B4[10) + 311,

o bien que,

<oz7 - %) 100) + ad]01) + B]10) + <55 - %) 11) = 0.

Pero como los vectores |00), |01),|10), |11) son linealmente independientes, lo anterior implica
que

1 1
Oéry:ﬁ7 Bézﬁa

Las ecuaciones anteriores implican que \/Li = 0, lo cual es una contradiccion. Por lo que el
estado EPR es entrelazado.

ad=0, y py=0.

1.2 Informacion Cuantica

En esta seccidon se generaliza la definicion de estado y se establecen los elementos suficientes para
estudiar los protocolos de informacidn y los criterios de deteccion de entrelazamiento.

1.2.1 Matrices de Densidad (Estados)

En este espacio compuesto, hay algunas operaciones que podemos aplicar al segundo o primer
qubit, “sin afectar” al otro. Hablamos de mediciones parciales.

Definicion 1.9. Una medicion parcial en H 4 ® Hp es una operacion de alguno de los siguientes
tipos

1. (]A®¢1)ZHA®HB_>HA®HB’
2. (p2®1Ip): Ha®@Hp — Ha® Hp;

donde /4 es la transformacién identidad /4 : Ha — Ha, Ip es la identidad en Hpg, ¢ una
transformacion lineal ¢ : Hg — Hp y o transformacién lineal de H 4 a H 4.

10
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Un ejemplo de lo anterior es hacer un flip (aplicar X) en el segundo espacio:

I ® X+ al00) + B01) + v]10) + 8|11) — «|01) + 8|00 + v|11) + §]10).

Sin embargo, también podemos aplicar la operaciéon X a ambos qubit:

X ® X : «]00) 4+ 8|01) + ~[10) + §|11) — «|11) + £]10) + ~|01) + 6]|00).

Observacion 1.9. También para estos espacios tenemos una representacion matricial para las op-
eraciones. Por ejemplo la representacion matricial de X; ® I5 es

- e 2 ) -
0

Lo anterior, de hecho, se cumple en general:

(X1 ® 1] =

O = O O
_— o O O
S O O

Proposicion 1.2. La matriz representacion de X ® Y es el producto tensorial de las matrices
representacion de X y Y.

Otra proposicion muy util es la siguiente.

Proposicion 1.3. Sea |¢g), [¢1) € Ha'y |¢o), [11) € Hp entonces

(D191]@otho) = (D1|¢0) (V1]¢h0).

Definimos ahora otra operacion en el producto tensorial que nos serd de utilidad en los proto-
colos de informacion, la llamada puerta CNOT.

Definicion 1.10. La puerta CNOT (o Controlled-NOT gate) es la aplicacion definida por
|00) — |00}, |01) — |01), |10) — |11), |11) — |10},

o bien,

a]00) + B8|01) 4+ ~[10) + 6]11) 5T «[00) + B|01) + ~|11) + 5]10).

Observacion 1.10. Podemos también poner a la puerta CNOT en términos de bras y kets como
0)(0] @ I +[1) (1] © X;

y su representacion matricial es

1 000
0100
ONOT = 0001
0010
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Para entender mejor el entrelazamiento, consideremos que el estado del sistema compuesto es
|0) 4|1) g, en este caso podremos decir de manera segura que el estado del sistema #H 4 es |0) 4 y el
de Hp es |1) . Sin embargo, como vimos en el ejemplo 1.4, el estado EPR

100) + |11)
\/§ )
no es separable, por tanto, es un estado que surge de la interaccién y no pueden distinguirse los

elementos particulares de cada espacio de estados.
Otros estados entrelazados de interés son

DT ) ap =

) ap = |00) — [11) _|01) +[10) ~|01) —[10)
AB = —\/§ = —\/5 = —\/5 .

Definicion 1.11. A los estados |9 ") 45, |P ) ap, |V )ap y |V )ap se les llama estados de Bell.

Y ap YT ) aB

Proposicion 1.4. Los estados de Bell forman una base para el sistema compuesto de dos qubits.

En lo siguiente, trabajaremos con exactamente dos sistemas cudnticos H, y Hp y de algunos
elementos correspondientes a su producto tensorial. Usando terminologia de libros de informacion
cudntica llamaremos “Alice” a H, y “Bob” a Hg. Diremos que ellos comparten un estado o ,p
st oap es el estado del sistema compuesto H,4 ® Hpg. Este manejo informal de los conceptos se
justifica en las aplicaciones, por ejemplo, las mediciones parciales del tipo /4 ® ¢ se interpretan
como “mediciones que hace s6lo Bob”, mientras Alice “deja” su sistema intacto.

Si suponemos que Alice y Bob comparten el estado entrelazado |¥*),5 y Bob hace una
medicion parcial (en su estado) en la que obtiene el valor |1), entonces el nuevo estado del sis-
tema sera

(I @ (IN[TT)ap(I @ [1)) = [0)[1).

Si a continuacién Alice realiza una medicidn, por el estado nuevo del sistema, ella obtendrd lo
correspondiente al valor |0). Es decir, la medicién individual de Bob, en su sistema, afecté al
sistema de Alice ain que esté alejado de toda aparente influencia, s6lo por compartir un estado
entrelazado.

Generalicemos lo anterior, para el caso qudit.

Definicion 1.12. Consideremos el espacio compuesto de dos qudits.
1) Definimos el estado maximamente entrelazado como

d—

1 o
|®)ap = 7 ; |7)ali) -

—_

S8

1) El vector maximamente entrelazado es

d—

D)ap =Y 1i)ali)p.

1=0

[y

12
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iii) A los d* operadores
|(I)$’Z>AB = (XA([E)ZA(Z) X IB)|CI)>AB, T,z € {0, 1, . ,d — 1},
se les llama estados de Bell.

Observacion 1.11. Los estados de Bell forman una base ortonormal para el sistema compuesto.

Teorema 1.1 (Teorema de Schmidt). Supongamos que tenemos un estado puro |V) 45 € Hx® Hp,
donde H 4, Hp son espacios de Hilbert finito dimensionales, de dimension d 4 y respectivamente
dg. Entonces

d—1
[U)ap =D Aili)ali)s,
i=0
donde los ); son reales estrictamente positivos y tal que > A? =1, {|i) 4} esbase de Ha y {|i)p}

es base de Hp. d es el llamado rango de Schmidt y {\; }o<i<q4—1 los coeficientes de Schmidt y se
cumple que
d < min(dy,dp).

Demostracion. |V) 45 estd en el producto tensorial, asi que lo podemos poner como

da—1ldp—1

(W) ap = Z Z @ kl7)alk) B

7j=0 k=0

Sea (o) = G = UAV, donde U unitaria d4 x d4, V unitaria dg X dp y A matriz d4 X dp con
d nimeros positivos en su diagonal principal (para algin d < dy4,dpg) y cero en lo demads, esto es
posible pues toda matriz tiene su descomposicion en valores singulares, como puede verse en [9];
dicho teorema establece que
Resultado: Si M matriz m X n con entradas complejas [reales],entonces existe una factorizacion
de la forma

M =UXV",

donde U es matriz de m X m unitaria [ortogonal], > matriz m X n diagonal con niimeros no
negativos en su diagonal y V' es matriz de n X n unitaria [ortogonal].
Se cumple entonces que

d—1
Q= E Uj,iAi%,k;
i=0

13
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sustituyendo en |¥) 45 tenemos que

da—1dp—1 [/d-—1

|W)ap = Z Uj,z')\ivz‘,k> 1) alk) B

]:O k=0
d— da—1 dg—1
= AZ (Z Usalj) ) ® (Z w,k|k>3>
=0 k=0 P
s )5
d—1
=D _Aili)ali)s
1=0

]
El teorema de Schmidt nos permite caracterizar el entrelazamiento de estados puros como
veremos mds adelante. Vamos ahora a generalizar la definicion de estado.

Definicién 1.13. Sea  un sistema cudntico y {|t¢;) };c; un subconjunto de estados de H, con [
finito. Consideremos también X una variable aleatoria clasica discreta que tome valores en / y sea
Px su funcién de masa. Al conjunto:

e = {Px(i), 1) }ier,
lo llamamos ensamble de estados cudnticos.

Definicion 1.14. Para un operador A actuando en 7, se define su traza como
Tr(A) =) (ilAl),
i<d
donde {[i) },<4 es cualquier base ortonormal de .

Sea ahora .J un observable y {11, } familia de proyectores de medicién de J, también consider-
emos el ensamble { Py (), [1);) }zex con X finito. Observemos que

> (W) Py (x) = Y Tr(mlibs) (1a]) Px ()

reX rzeX

—Tr(H > Px(x)|s) w)

reX
NS

S

p
= Tr(I;p).

Lo anterior motiva la siguiente definicion.

14
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Definicion 1.15. El operador de densidad o matriz de densidad p correspondiente al ensamble
e = {Px(x), |¥+) }zex, con X finito, estd definido como

p=> Px(@)|toe) (ta]-

zeX
Teorema 1.2. Los operadores de densidad cumplen que 7r(p) = 1, p > 0y p es hermitiano.

Demostracion.

reX TeEX

TeEX reX

Qué es hermitiano se sigue de la positividad. Tomemos |p) cualquiera, entonces

(plple) = (¢ (ZPX M) ¢x|> )

zeX

= Px(){@lta) (Walp) = Y Px(x)[(plhn)” > 0.

TeEX zeX

Observacion 1.12. Todo ensamble tiene una tnica matriz de densidad, pero el reciproco no es
cierto. De hecho los ensambles

er={{1/2,10)},{1/2,[1)}} 'y 2= {{1/2,|H)},{1/2,[-)}},
tienen la misma matriz de densidad.

A pesar de lo anterior, dada una matriz p que cumpla las condiciones del teorema 1.2 podemos
construir un ensamble candnico del cual p es su matriz de densidad; sea d = dim(H) y tomemos
{X2, |#2) }acqo,,....a—13 1a descomposicion espectral de p (ya que es hermitiano), entonces

d—1
pP= Z )‘x|¢x><¢x|
=0

d—1

Ademads se cumple que 1 = Tr(p) = > A, y como p es positiva semidefinida, entonces A\, > 0
=0

para todo z, es decir, si definimos la funcién P(z) = A,, © < d—1, ésta define una funcién de masa

de probabilidad y por tanto existe una variable aleatoria discreta con valores en {0,1,...,d — 1}

con funcion de masa P.
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Definicién 1.16. En un espacio de Hilbert 7 con producto interior (-, -), la transformacién lineal
T : H — H es positiva, y se denota por 7' > 0, si se cumple que

(Tw,z) > 0,
para todo z € H.

En el Teorema 12.32 de [37] se establece que un operador acotado es positivo si y solo si es
autoadjunto y o(7) C [0, c0).

Definicion 1.17 (Definicion General de Estado). Un estado de un sistema cudntico # es un oper-
ador p : H — H, que cumple p > 0y Tr(p) = 1.

Denotamos por D(H) = {p: H — H : p > 0,Tr(p) = 1}, el conjunto de los estados u
operadores de densidad; este conjunto es convexo. Observemos que los estados puros son casos
particulares de la matriz de densidad cuando la variable aleatoria X del ensamble asociado toma
con probabilidad 1 un s6lo valor x € I, es decir, la variable tiene distribucion degenerada en .

Definicion 1.18. Sea H un espacio cuantico de estados.
i) Siun estado p no es puro, decimos que es un estado mixto.

i1) El estado mdximamente mixto m es el operador de densidad asociado al ensamble uniforme de
estados ortogonales {2, |x) }o<g<q—1, donde 1 < d = dim(H) < oo, es decir:

iii) Se define la pureza de p como
P(p) =Tr(p*p) = Tr(p*).

Observemos que si p = > pu|tn)(¥,], las propiedades de p (del Teorema 1.2) implican que

pn teal y ademds p, > 0,y > p, = 1. Por lo anterior, 0 < p,, < 1, lo cual implica que p2 < p, y

Tr(p?) = m<) =1

Maés adn, por la desigualdad anterior, si Tr(p*) = 1 entonces p? = p,, para todo n, lo cudl no
ocurre a menos que p, = 0 0 p, = 1. Pero como la suma > p, = 1, concluimos que el hecho

n

Tr(p*) = 1 implica que exactamente uno de los p,, es igual a 1 y los demds son cero, es decir, es
un estado puro.
La discusion anterior prueba el siguiente resultado.

en conclusion,
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Proposicion 1.5. La pureza cumple que P(p) < 1y se cumple que el estado p es puro si y sélo si
P(p) =1.

En secciones pasadas, vimos que habia una biyeccion entre estados puros qubit y la esfera
de Bloch. Sin embargo ésto es mds general, para cada estado (puro o no) existe un punto en la
bola unitaria y viceversa; véase en la pagina 108 de [47] el desarrollo que prueba la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.6. Considere el espacio de un qubit. Hay una biyeccion entre cada vector r € R?
tal que ||7|| < 1y las matrices de densidad del qubit, a saber:

1
pr = §(I+rxX +r,Y +r,72).

Por tanto el origen corresponde al estado maximamente mixto.
Presentamos ahora la definicion general de entrelazamiento para estados (mixtos y puros).

Definicion 1.19. Consideremos el producto tensorial de dos espacios de estados Hy y Hp, el
estado o 4p es separable si se puede poner como

A B
OAB = § pio; KT,
7

para algunos estados puros o7 en H, y 7 en Hp y ndmeros p;, que cumplen que >, p; = 1, p; >
0. Si el estado no es separable, decimos que estd entrelazado.

En los casos en que los espacios de estados son de dimension finita, la matriz de densidad del
espacio compuesto es en efecto una matriz, decimos entonces que o4 € My ,q4,(C) (las matrices
complejas de dimensién d4dp X dadp).

1.2.2 Medidas Parciales

Observacion 1.13. Si H, y Hp dos espacios de estados, consideremos el espacio compuesto
Hip = Hy ® Hp. Denotamos D 4p al conjunto:

Dap={p € My a,(C) : p esunestadode Hap}.

También denotamos SEPsp = {p € Dap : p es separable}. Notemos que estos son subconjun-
tos del espacio de matrices con entradas complejas y tamafio dadp X dadp.

Existen varias maneras de medir uno de los factores de un sistema compuesto sin afectar al otro
factor (que es la idea de las mediciones parciales), una de ellas es con la traza parcial.

Definicion 1.20. Sea p4p un operador actuando en H4 ® Hp y {|l) g} base ortonormal de Hp. La
traza parcial sobre Hp es

pai=Trp(pap) =Y (Ia@ (Ulp)pan(la @ |1)p).

17
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Se cumple, usando la traza parcial, que
Proposicion 1.7. Se cumple lo siguiente.

) Tr(pap) = Tra(Trp(pap)) = Trp(Tralpas)).

ii) El operador de densidad de Alice p4, no cambia si Bob hace una operacion unitaria o una
medicién a su sistema.

ii1) La pureza del estado de Alice es

Tr(pa) = T T (Trp(a @ D)5 lls)).

Caso General

Como hemos visto, los estados de los sistemas compuestos estdn descritos por matrices grandes
de dimensién ddp X dadpg; conviene, por tanto, pensar a la matriz del sistema como una matriz
a bloques (d4 x d 4 bloques de tamafio dg X dp cada uno). Definimos ahora una medida parcial
para matrices a bloques.

Definicion 1.21. Dada la matriz a bloques o 4 g, definimos una medida parcial como una operacion
del tipo

([dA ® ‘p)O-AB’
donde I;, es la transformacion identidad en Ha y ¢ : My, (C) — M,,(C). La matriz que resulta
después de aplicar la medicion parcial a 045 es la matriz a bloques original con la modificacién a
bloques B;; — ¢(B;j).

Algunos ejemplos importantes para el resto del trabajo son los siguientes. Denotemos por M,,
al espacio M,,(C).

1. Traza parcial: [I;, ® Tr] : My,q, — Ma,, como sigue:

Bll e BldA TT(BH) s TT(BldA)
oAB = : : : :
BdAl o BdAdA TT(BdAl) e TT(BdAdA)'

2. Transpuesta parcial: [I;, ® T'] : My,4, — Ma,a,, como sigue:

By, -+ By BL ... BT
A L, @) .11 1d4
OAB = —

T T
BdAl BdAdA BdAl BdAdAa

18
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donde X7 denota la transpuesta de la matriz X. A la transpuesta parcial del estado com-
puesto o 4 la denotamos por o, 5, pues T es la mitad de una 7.

3. Definimos la aplicacién R : My, — My, por R(X) = Tr(X) - I;, — X. Definimos la
aplicacion de reduccion como [I;, ® R] : My, a4, — Ma,a,, s decir:

Byp -+ DBy R(By1) -+  R(Bia,)
0AB = : : : :
BdAl BdAdA R(BdAl) R(BdAdA>7

4. Si fijamos una matriz unitaria U € My, podemos definir la aplicacion ¢ : My, — Mgy,
como X — UXU*. Definimos la rotacién unitaria parcial por [/;, ® ¢| : My,q, —
Mg, a4y, s decir

By -+ Big, o(Bu) - ¢(Biay)
. . [a, ®¢) . .
OAB = ' : - '

BdAl e BdAdA (p(BdA1> T QO(BdAdA»

Observacion 1.14. Lo anterior son casos particulares de la funcion parcial [I;, ® ¢| : My, a4, —
MdAdC:
By -+ Big, e(Bu) - o(Bia,)
. . [a, @] . .
OAB = : : - : :
Bay - Baga, ©(Baa1) -+ o(Baada):

donde ¢ : My, — M,,.. A lanueva matriz [I;, ® ¢|oap la llamamos modificacion a bloques de
oap y la denotamos por o 5.

Observacion 1.15. También pueden tomarse mediciones parciales en H 4 dejando fijo H g, usando
funciones del tipo [p ® I;,].

1.2.3 Canales Cuanticos

Necesitamos una aplicaciéon N que preserve estados en general, como las unitarias lo hacian con
los estados puros.

Definicién 1.22. Diremos que el operador M : L(H) — L(H) es positivo si M (X 4) > 0 para
todo X4 > 0. El operador M : L(H,) — L(Hg) es completamente postivo si I @ M es positivo
para cualquier sistema de referencia Hy de dimension arbitraria.

Las propiedades que queremos preservar son positividad y traza 1, esto motiva la definicién de
canal cudntico.

Definicion 1.23. Un canal cuantico N, 5 es una aplicacién lineal de A a B, completamente
positiva que preserva trazas. Usaremos también la notacion N4 _, 5.

19



1.2. Informacion Cuéantica

Recordemos que el estado maximamente entrelazado es
da—1
D) ra = E )R ® i) a-
i=0
En términos de lo anterior, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.24 (Matriz de Choi). La matriz de Choi correspondiente a N4, y las bases antes
mencionadas, es:

da—1

(Ir ® Nassp)IHTlra = Y [0){ilr © Nassp (1) (j]a)-

i,j=0
En el caso qudit-qudit, la matriz de Choi asociada a un operador ¢4, s
Co =) Ei®p(Ei),
0,
para la base estdndar de M;,. Al isomorfismo ¢ — C, para aplicaciones positivas, lo llamamos
biyeccion de Choi-Jamiolkowsky.

Una propiedad importante de la matriz de Choi es que caracteriza que un operador sea comple-
tamente positivo.

Proposicion 1.8. A4 . es completamente positivo si y s6lo si su matriz de Choi es positiva.

Teorema 1.3 (Choi-Kraus). A 4_, 5 es un canal cudntico siy s6lo si tiene una descomposicién de
Choi-Kraus:

d—1
Nap(Xa) = Z ViXaVS,
1=0

donde X4 € L(Ha),V, € L(H4, Hp) y se cumple

d—1
Y ViVi= L,
=0

d < dyu,dpg. Alos operadores V] los llamamos operadores de Kraus.

La demostracion del teorema anterior se sigue como caso particular de los teoremas de la
subseccion 1.2.4.

Observacion 1.16. Los canales cuanticos describen evoluciones fisicamente factibles del sistema
cudntico y por el teorema anterior, cualquier cambio o evolucion del sistema (interaccion unitaria,
pérdida de informacién, un operador de densidad, medir, etc.) estd caracterizada por ciertos ope-
radores de Kraus adecuados que codifiquen ese cambio.
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Un ejemplo de canal cudntico es

A(pa) =Trg (UABHAB(PA ® |O><O‘B)U:XB—>AB>7

donde Usp_,4p €s un operador unitario. Lo importante de este ejemplo es que también el
reciproco es cierto.

Teorema 1.4 (Stinespring). A es canal cudantico si y sélo si

Alpa) = Trp (UABHAB@A ® |o><0\B>U;:BHAB),

para alguna Uy p_, o5 unitaria adecuada.

Observacion 1.17. En términos practicos un canal cudntico es un canal de comunicaciéon que
permite transmitir informacién cudntica, como el estado «|0) + |1) de un qubit. Por otro lado un
canal clasico s6lo permite transmitir bits; una cadena de n bits es una n-ada de 0 y 1. Actualmente
las computadoras transmiten y almacenan informacion con grandes cadenas de bits.

1.2.4 Teorema de Choi-Kraus

A continuacién presentamos una serie de teoremas de los cuales se sigue la prueba del teorema de
Choi-Kraus.

Teorema 1.5. Si ¢ : M, (C) — M, (C) es aplicacion autoadjunta (es decir que cumple ¢(A)* =
©(A*)), entonces existen matrices V; € M,(C) y reales p;, t = 1,...n?, tal que para todo A €
M,,(C) se tiene que

n2

= pViAV;

t=1
y también
TT[V;?l Vt;] = 6151,152'

Si ademds ¢ es ¢, -trace preserving, i.e., Tr(p(A)) = ¢,Tr(A), YA, entonces

> pViVi= e,
t=1

Demostracion. Consideremos C, 1a matriz de Choi asociada a ¢. Por ser ¢ autoadjunta, se tiene

que
Z Eij ® o(Esj) Z Z = Cl.

1,j=1 4,j=1 3,j=1

Como C, € M,(C) ® M,(C) = M,2(C) es matriz autoadjunta entonces podemos considerar
su descomposicion espectral
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,n2

*

Cp = E PrUtV;
t=1

con las siguientes caracteristicas:
* p1,...,pPn2 son los eigenvalores reales, no necesariamente distintos de C,.

* {v1,v9,...,v,2} es una base ortonormal para C* @ C™ de eigenvectores de C.,.

n
Consideremos la siguiente descomposicion en la base estaindar de C" @ C", v, = hg.) E,QFE;,
ij=1
por la ortonormalidad tenemos

n

Otrts = (U, vi) = 3 WiVR. (1.1)

ij=1
Vamos a hacer una observacién importante.

n
Observacién: Si tomamos y € C" ® C" cualquiera, digamos, y = > «; ;E; ® £}, definimos
ij=1

la matriz V,, = ) «;;E;; y como V,E; = > «;;6;F;, si tomamos el estado maximamente
i,j=1 4,j=1
mixto I' = > F; ® E), entonces
=1
([n & V;/)F = ZE[ X ‘/yEl = Z OéiJ' Z El & 51‘[Ej = Z Oéiiji & Ej =1,

=1 ij=1 =1 ij=1
es decir, para todo y € C" ® C", existe V,, € M,,(C) tal que (I, ® V,)I" = y.
Dada la observacion anterior, si tomamos V; = > hg-)EjZ-, tenemos que (I, @ V))[' = v, y

ij=1
por lo tanto si

En“" ‘Eln
Q=Tr=| : [~ ] |,

ent.
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Ey; @ o(E;j) = (E; @ 1,)C,(E; @ I,) = (E; @ I,,) (Z ptvtvt> E;®1,)
n2

= o Ei @ L)ow; (B ® 1)

t=1

- Zpt (B @ 1) (1o ® VT [(L © VOTT'(E; @ L)

= Zpt (Ei @ L) (L @ VOTT* (L, @ V) (B @ 1) = > pul( B @ V,)QUE; @ V)
t=1

n2

=F;® ZﬂtVtEith*-

t=1
Como lo anterior se cumple para todo i, j, entonces

n2

A) = pViAv;.

t=1

Ademas se cumple que

Vv = (z hE;-ﬂEﬁ) (z h§:;>Eml) . (z hgﬂEﬁ) (z Az E>
ij=1 I,m=1 i,j=1 I,m=1

1,3,L,m=1 i,3,l,m=1 i,j,m=1

aplicando la traza a lo anterior, tenemos que

n

Tr(Vi, Vi) Z BN Tr(Ey) = S AR5, Zh“ A = 6, 4,

i,7,m=1 t,5,m=1 i,j=1

la dltima igualdad por la ecuacién 1.1.
Por dltimo, si ¢ es ¢, -trace preserving, entonces

2
cnbij = cnTr(Eij) = Tr(p(E; ZptTT ViE, V),
t=1

pero como AE;; es la matriz que tiene ceros en todos lados excepto en la columna j, en donde
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tiene la columna ¢ de A, se cumple que 7r(AE;;) = A;; y entonces por la tracialidad

n2

Cndji = Cplij ZptTrV% i) ZptVVt (Z,OtVV}> )

7’L2
por lo que se concluye que »  p;V;*V; = ¢, I,.
t=1
]

Teorema 1.6. Una funcién ¢ : M,(C) — M,(C) es autoadjunta si y sélo si existen matrices
V; € M,(C) y reales p;, t = 1,...n?, tal que para todo A € M, (C) se tiene que

n2

A) = pVAVY,

t=1

y también
TT[%I Vg] = 5t1,t2'

Demostracion. Por el teorema 1.5, basta ver el regreso: si ¢ es de esa forma entonces

p(A)" = (Z PtViAV:) = Z (P VLAV) ZPtVtA V= p(A"),
=1

t=1

por lo que ¢ es autoadjunta. ]

Teorema 1.7. ¢ : M, (C) — M, (C) es aplicacién autoadjunta y c¢,-trace preserving si y sélo si
existen matrices V; € M,,(C) y reales p;, t = 1,...n?, tal que para todo A € M, (C) se tiene que

n2

== Zpt‘/tAV;* y TT[‘/;J ‘/tz} = 6t1,t27

t=1

y también

n2
> pViVi=col,
t=1

Demostracion. De nuevo por el teorema 1.5, basta ver sélo el regreso, sabemos que si se cumple la
descomposicidn, por el teorema 1.6, ¢ es autoadjunta, veamos que también es c,,-trace preserving,
para todo ¢, j se cumple

n2

T?“((p( ZptTT V W 1] Zpt V V;‘/ <Z PtV V;f) Cn[) i Cndij;

t=1 ji

por lo anterior si A = Z «a;; E;j entonces
i,7=1
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Tr(p(A) = > ayTr(p(Ey)) = ca Y | aidi; = caTr(A),
i,j=1 hj=1

]
Ejemplo 1.5. Vamos a aplicar lo anterior al caso en que p(A) = AT en el caso n = 3, en este caso

El | Ef, | Ef Evn | By | B n
CSO Egl Eég Eg?) = Ers | Eao | B3y = Z Ez‘j ® Eji.
E;ﬁ Egz Eng Fi3 | Eas | L33 1,j=1

Queremos encontrar los eigenvectores y de la matriz C,, para ello consideramos a y como

3
Yy = Z OéijEi & Ej,
ij=1
entonces
3 3
Z /\OéijEi & Ej = )\’y = Cﬁﬂy = Z almEijEl & E]zEm
i,j=1 i,4,0,m=1
3 3
Z Qim0 @ dim B = Z i B @ By
i,j,l;m=1 ij=1
necesitamos entonces que A\a;; = ;. Al ver a y como matriz, esto sucede para las matrices
simétricas y antisimétricas (y ellas forman una base para el espacio, por lo que ya es todo el
espectro).

Los eigenvectores asociados a A = 1 son

1 1 1
E\QFE:, E2@FE,, E3sQFs3, E(EQ®E1+E1®E2)’ E(E3®EI+E1®E3)7 E(E3®E2+E2®E3)

y entonces los valores V; asociados son V) = Ey1, Vo = Eog, V3 = Es3y

1 1 1
Vi= E(Elz + Ey1), Vs = E(EB + Es1), Vo = E(Egz + Ey3),
y los eigenvectores asociados a A = —1 son

1 1 1
E(EQ ® Ey — E; ® Es), E(E:s ® By — By ® Es),

—2(E3 ® Ey — By ® E3)
y entonces los valores V; asociados son
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1 1
Vo= —(F19 — E9), Vo = —=(E13— E31), Vo =
7 \/5( 12 21) 8 \/5( 13 31) 9

Usando el hecho que EF;; AEy; = A, E; tenemos

1
E<E23 — Es).

9
1
Z pViIAV = Ay By + Ay Eoy + AsgEsg + §(A21E12 + A By + A1 Egy + Ao Eo)

t=1

1
+ §(A31E13 + Ass By + A1 Ess + AisEs)
1
+ §(A32E23 + As3Eg + Ay Ess + AgzEso)
1
— §(A22E11 — Ao Ey9 — A19Eoy + A11E)
1
- §(A33E11 — As1Ehg — Ai3Es + Ay Ess)
1
— §(A33E22 — AgpFE93 — AggEsg + AgoEss),
es decir,
9 AH 0 0 0 0 0 0 0 0 A22 A21 0
VAV =10 00|+[0 An 0]+ (0 0 0 +5 | A An 0
t=1 0O 0 0 0O 0 0 0 0 Ass 0O 0 0
1 Agg 0 A31 1 0 0 0 1 A22 —A21 0
+§ 0 0 0 + = 0 A33 A32 —5 —A12 All 0
A13 0 AH 0 A23 A22 0 0 0
1 Ass 0 —As; 0 0 0
—5 0 0 0 —5 0 A33 —A32
A3 0 Ap 0 —Ays Ao
A An Asy
= [ A Ay Az | =AT
Az Az Asg

1.3 Importancia del Entrelazamiento

A continuacion se exponen tres protocolos de transmision de informacién cuantica que usan como
parte clave el entrelazamiento cuantico. Cabe mencionar que el objetivo de este capitulo es motivar
la importancia del entrelazamiento para lo cudl se utiliza un lenguaje informal; para un manejo
formal de los conceptos véase [47].
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1.3.1 Distribucion de Clave Cuantica

Para entender este protocolo, necesitamos el teorema de no clonacion, que en términos practicos
nos dice que es imposible construir una copiadora universal de estados cuanticos, es decir, un
dispositivo que puede copiar cualquier estado cuantico que entre a él.

Teorema 1.8. Consideremos el espacio compuesto H 45 de dos sistemas de qubits. No existe un
operador unitario U : Hp — Hap que cumpla que U |y¢) = 1)) para todo |¢), |¢).

Demostracion. Supongamos por contradiccion que existe un operador unitario U actuando en el
espacio compuesto de dos qubits, que actia como copiadora universal de informacién cudantica: es
decir si tomamos el estado /) = «|0) + S|1) en el primer qubit y ponemos el estado auxiliar (o
molde) |0) en el segundo, entonces

Uly0) = [¢) = a?|00) + a3]01) + a3 10) + B%[11).

Ahora bien, como la copiadora es universal, también tenemos que
Ul00y = |00) y U|10) = |11);
pero por la linealidad de U,
Ulp0) = U(a]0) + 51))[0) = «|00) + 5[11).

Como consecuencia las dos expresiones para U|10) deben ser iguales, lo cual no es cierto para
todo valor de o y 3. ]

Ahora bien, el objetivo es transmitir informacion. Pensemos a Alice como la emisora y a Bob
como receptor del mensaje. Como bien sabemos, el acto de medir altera nuestro sistema cudntico;
ese hecho puede ser usado para detectar si algtn intruso, al cual llamaremos Eva, ha tenido acceso
a la informacion que estamos transmitiendo.

El protocolo de clave cuantica BB84 (por su afio de creacion y sus creadores Bennett y Bras-

sard) es un protocolo que permite verificar que un canal cudntico es seguro para empezar a trans-
mitir informacién. Supondremos que entre Bob y Alice hay un canal cudntico principal y un canal
adicional (posiblemente cldsico).
Paso 1: Primero, Alice obtiene algunos bits aleatorios, digamos 0 —1 —1—-0—-1-0—-0—-1y
también de manera aleatoria elige entre las bases computacional (C) y de Hadamard (H) para cada
uno de los bits generados, digamos que obtiene C' — C — H —C — H - H — H —C yusala
siguiente tabla

Base | 0 1
C 0) 1)
H [[-)]+)

para generar una secuencia de qubits los cuales manda a Bob.
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Paso 2: Bob tratard ahora de leer los qubits que Alice mandd, pero no conoce con que base
medirlos, asi que selecciona también al azar entre las bases de Hadamard y la computacional para
medir cada qubit; digamos que obtuvo C' — H — H — H — C'— H — C' — C. Recordemos que
si Bob mide en la misma base en la que Alice mand¢ el obtiene el mismo resultado que ella tenia,
pero si equivoca la base, obtiene un resultado aleatorio entre las dos posibilidades; por ejemplo,
si mide |+) en la base computacional obtiene con probabilidad 1/2 a |1) y con probabilidad 1/2
a |0). Bob mide con las bases aleatorias que tomé y obtiene ciertos qubits, que al usar la tabla de
regreso, puede pasar a bits. Ahora ambos tienen una secuencia de bits.

Paso 3: A continuacidén usan el canal adicional para comunicarse las bases que usaron y eliminar
los datos correspondientes a las bases en las que no coinciden, es decir, filtran los bits para quedarse
con los que ahora saben que ambos tienen.

Los pasos anteriores estdn resumidos en la siguiente tabla.

Bits aleatorios de Alice 0 1 1 0 1 0 0 1
Bases aleatorias de Alice C | C H | C H |H |H C
Secuencia de qubits para Bob 0) [ L) [+ [10) [+ [ =) |- |D
Bases aleatorias de Bob C | H H |H |C H |[C C
Secuencia de qubits de Bob 0) [ =) [+ [ =) 1D [ =) 1) | D)
Bits de Bob 0 |0 1 0 1 0 1

Clave cuantica después del filtro | 0 0 1

Paso 4: Por ultimo, si el canal cuantico estd libre de intrusos que realicen medidas para conocer
la informacion, entonces Alice y Bob tendran la misma secuencia de bits como clave cudntica, asi
que usan de nuevo el canal secundario para comunicarse la llave y ver si coincide. Una forma
de comunicar la clave cudntica es poner un nimero minimo de coincidencias y lanzar bit por bit,
si todos los bits lanzados coinciden entonces acuerdan que el canal estd limpio de intrusos para
proceder con la comunicacion.

Observacion 1.18. Lo anterior tiene sentido ya que, si Eva hubiera interceptado el mensaje de
Alice, tendria que haber usado la misma seleccion de bases que us6 Alice, para dejar los qubits sin
cambio, lo cual es muy improbable para secuencias grandes de bits. Con una base en la que no co-
incida, habra un bit en el que Alice y Bob difieren y al ver esa diferencia, abortan la comunicacién
porque el canal no es seguro.

Entonces para que Eva tenga éxito, tendria que elegir todas y cada una de las bases que eligio
Alice o bien, clonar los qubits antes de extraer la informacion y enviar los clones a Bob, lo cual es
imposible por el teorema de la no clonacion; concluimos que por dicho teorema, el protocolo de
clave cudntica indica privacidad con alta probabilidad.

Cabe afiadir que existen funciones que permiten saber cuantos bits pueden mandarse Alice y
Bob para asegurar que el canal ya es seguro con alta probabilidad.
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1.3.2 Teleportacion Cuantica

La teleportacion cudntica es un protocolo que nos permite transmitir informacién cudntica cuando
sOlo tenemos un canal clasico y el estado del sistema conjunto es entrelazado.

En concreto, supongamos que Alice quiere enviar el qubit a|0) + (5|1) a Bob, pero dispone de
un canal cldsico por el cual puede enviar dos bits M;, Ms, M; € {0,1} a Bob y que el estado del
sistema conjunto es el estado de Bell

|00) + |11)

vz oo

En principio Alice podria no conocer el estado de qubit |¢)) := «|0) 4+ 5|1), pero si lo tiene al
alcance para manipularlo. El sistema tiene por estado inicial, entonces, al estado de tres qubits:

100) + |11>)
V2

1
= EMO)(’O@ + 1) + B[1)(]00) + [11))].

Como sabemos, Alice no puede hacer mediciones en el sistema de Bob, s6lo en su parte del qubit
entrelazado y en el qubit |1)). Como primer paso, Alice aplica la operacion CNOT ® I al estado
del sistema, por lo que el nuevo estado conjunto es

@) =

W) = [T+ = (a0} + BI1) (

1
V1) = CNOT @ Ip|Vo) = E[MO)(IOU) +[11)) + B[1)([10) + [01))],
es decir, Alice afect6 el estado del sistema, sélo aplicando una operacion a su parte del qubit
entrelazado. Como segundo paso Alice cambia el estado del sistema afectando ahora al qubit |1))
con la operacion H ® [4 ® Ip (con H operador de Hadamard), el nuevo estado conjunto es

(Vo) = H @ L4 @ Ip|¥1) = —=[al+)(|00) + |11)) + 5|-)([10) +[01))]

Sl

= 5100} 4(cl0) 5 + 811
+110)a(al0)s — B8

+[01) a(e|1) 5 + B|0) B)
+ [11) a(a|1) B — 8|0} B)].

)B)
)B)

Para finalizar, Alice aplica una operacion correspondiente a una de las matrices de Pauli a su
qubit, obteniendo un nuevo estado |W3(M;, M,)). Si por ejemplo ella aplica I ® X ® [ al sistema
y después hace una medicidn, colapsara el estado de Bob a «|1) 5 + 3]0) g por lo que si Bob aplica
el operador X obtendrd el estado |¢)) en su sistema. Dependiendo que matriz de Pauli aplique
Alice es el operador que debe aplicar Bob; y ;como sabe Bob qué operacion aplicar?, eso lo sabrd
después de que Alice le mande por el canal clasico los dos bits que le dardn la respuesta.

Alice manda los bits M7, M, y Bob sabra qué operacion aplicar y asi obtener el estado |¢)).

Observacion 1.19. Hacemos ahora algunas aclaraciones sobre la teleportacion cuantica.
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Medida de Alice M) M, Estado de Bob |T3(M; M;)) | Operacién a aplicar Resultado

00 al0) + B[1) I I|¥5(00)) = |0) + B|1)

01 all) + B|0) X X|¥3(01)) = «0) + 51}

10 al0) — B|1) Z Z|¥3(10)) = |0) + B|1)

11 a|l) — B(0) ZX=1iY ZX|¥5(11)) = «|0} + B|1)

1. No hay transmision inmediata de informacién, a pesar de que la medicién de Alice afecte

inmediatamente el sistema de Bob, para que haya transmisién de informacion es necesario
que Alice transmita informacién a Bob mediante el canal clasico, el cual estd limitado a la
velocidad de la luz.

. A pesar de que el estado [¢)) se copia en el estado de Bob, esto no viola el teorema de no

clonacion, ya que el estado inicial de Alice se destruye en el protocolo de transmision, es
decir, no hay un momento en que |¢)) exista en A y en B al mismo tiempo.

1.3.3 Codificacion Superdensa

La finalidad de la codificacién superdensa como protocolo es transmitir informacién cldsica por
medio de un canal cudntico (en este sentido es dual a la teleportacién cudntica). Supongamos que
Alice quiere mandar los bits M; y Ms, pero quiere que Bob obtenga esa informacién después
de que ella le manda un qubit |¢)). Esta transmisién de informacién serd posible si Alice y Bob
comparten un estado entrelazado como el estado de Bell [¥).

Primeramente, Alice aplica la operacion correspondiente a una matriz de Pauli, dependiendo de

los dos bits que quiere mandar, asi el estado del sistema cambia de |V) := [¥1) a [¥y (M, M3)).
Bits que Alice quiere enviar M) M; | Operacién a aplicar Resultado
= ! 194(00)) =Ti) = —=(100) +[11) = A}
10 z |2,(10)) = Z|Ty) = %uo@) 1)) = |B1o)
0 X 191(00) = XI¥0) = —=(10) +101) = )
1 ZX =Y |,(10)) = ZX[%g) = —(101) — [10)) = |8n)

2

Eso es todo lo que aplica Alice al sistema, ahora el trabajo para descifrar el mensaje es de Bob.
Bob aplica como primer paso un operador CNOT al estado |V (M;, Ms)) para obtener

’\112<M1, M2)> = CNOT’q]l(Mh M2>>

De hecho, obtenemos lo siguiente para las diferentes combinaciones de bits:
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[W2(00)) = '00>ng>
|W,(10)) = P20

11 01
|W,(01)) = LR,

Wy (11)) = P

Bob aplica como segundo paso la operacion /4 ® H (H operador de Hadamard) para obtener:

[W5(00)) = (14 ® H)|[¥2(00)) = |00),
[W5(10)) = (14 ® H)|[¥2(10)) = |10),
[W5(01)) = (1a ® H)|[W2(01)) = |01),

( 11)

[W5(11)) = (4 ® H)|[U5(11)) =

En conclusidn, tras aplicar la puerta CNOT y el operador de Hadamard, el estado del sistema
es | M7 Ms), de donde Bob puede saber cual es el mensaje M;, M, que Alice le manda.

Observacion 1.20. Para cada uno de los protocolos antes expuestos, fue de vital importancia que
Alice y Bob supieran que compartian un estado entrelazado, si no fuera asi, las mediciones de
Alice podrian no causar efecto en el estado de Bob (como sucede en el caso separable) y por tanto
no habria transmisién de informacion. En la practica, se tiene informacion del estado del sistema
conjunto pero a veces no de si es un estado entrelazado o no; interesa, por tanto, poder conocer
si el estado es separable o entrelazado para proceder con los protocolos de informacidn o buscar
primero entrelazar el sistema con algliin mecanismo natural.

Surge entonces la pregunta, ;porqué mejor no entrelazar el sistema siempre desde el principio?.
La respuesta es que si el sistema ya estaba entrelazado y se aplica una operacién para entrelazar,
podria resultar un sistema separable. Esto sucede por ejemplo con el operador de Hadamard o con
el operador CNOT: si el sistema es separable, se aplica uno de estos operadores y nos da uno de los
estados de Bell, pero si lo volvemos a aplicar nos queda el estado original separable. Por ello es
vital que antes de transmitir informacién nos aseguremos que el estado del sistema es entrelazado
o separable. Sin embargo, computacionalmente es dificil hacerlo a fuerza bruta, ya que detectar
entrelazamiento es un problema NP, por lo que tener criterios de deteccion de entrelazamiento es
de vital importancia.

1.4 Ciriterios de Entrelazamiento

En la seccidn anterior se explico la importancia de la deteccion de entrelazamiento. En la presente,
damos algunas condiciones necesarias y algunas suficientes para decir si el estado es entrelazado
o no. Empezamos con el caso mas sencillo, que es el de los estados puros. El teorema de Schmidt
(teorema 1.1) es importante en el sentido que si suponemos que el espacio de Alice es de dimensién
2 y el de Bob es de dimensién un 10'%°, atin que la dimensién del espacio compuesto es muy
grande, si sabemos que el estado del sistema compuesto es puro, podemos entonces encontrar un
subespacio de dimension < 2 del espacio de Bob el cual sera suficiente para describir el estado del
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sistema, esto ya que d < min(dy, dg). Otra aplicacion del teorema de Schmidt es que caracteriza
el entrelazamiento en estados puros.

Proposicion 1.9. Un estado puro es entrelazado si y s6lo si tiene mds de un coeficiente de Schmidt,
1.e., su rango de Schmidt es mayor que 1.

1.4.1 Criterio Peres-Horodecki

Proposicion 1.10. Sea ¢ : M,;, — M, positivo y 045 un estado bipartito separable. Entonces
(Ia, ® @)oap > 0.

.
Demostracion. Como o 45 es separable podemos ponerlo como o5 = P, piA ® TiB , para p;“
i=1

estadode Hy y TiB estadode Hp, P, > 0, >_ P, = 1. Entonces

(I, @ Q)oap = (o, ® 0) Y _Ppt @7 = Pi(ls, @ ¢)(p]! @ 7°)

i=1 i=1

=) Pploe(r’) =0
=1

ya que ¢ es positivo, P; > 0,Vi y p# es un estado. ]

En el caso que ¢ es completamente positivo lo anterior se cumple para cualquier estado, separa-
ble o no. Lo interesante es tomar funciones que sean positivas y no completamente positivas (P no
CP), pues estas nos dan un criterio de entrelazamiento, tomando la contrapositiva de la proposicién
anterior:

Proposicion 1.11. Sea ¢ positivo y 045 cualquier estado. Si la matriz (I;, ® ¢)oap tiene un
eigenvalor negativo, entonces o 4p es entrelazado.

Corolario 1.1 (Criterio Peres-Horodecki). Si 045 es separable, entonces 05 p={U&®T)osp > 0.

Demostraciéon. Por la proposicién anterior sélo basta ver que p(A) = AT es una aplicacién
positiva; pero esto es claro porque A y A” tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto el
mismo espectro, entonces si A > 0 se sigue que AT > 0. ]

Observacién 1.21. La aplicacién ¢(A) = AT es positiva pero no es completamente positiva, por
tanto nos da un criterio de deteccion de entrelazamiento, a dicho criterio le llamamos criterio
Peres-Horodecki o PPT. Definimos el conjunto PPT5 = {p € Dyp : p* > 0}.

En términos de la notacién de la Observacion 1.13, tenemos que SEPag € PPTap C Dag.

Algo interesante del criterio PPT es que en dimensiones bajas, caracteriza el entrelazamiento;
el resultado es el siguiente.

Teorema 1.9. [27, Ch. VI.B.1] Si dadg < 6 entonces PPT g = SEP4p.
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Es decir en los casos qubit-qubit, qubit-qutrit, qutrit-qubit se cumple que o 4 es separable si y
s6lo si ol > 0.

Teorema 1.10. Si 045 es separable, entonces 0’4 := (I @ R)oap > 0y (I ® S)oap > 0, donde
R es la aplicacion de reduccion y .S la aplicacion de rotacion unitaria, definidas en la seccién 1.2.2.

Demostracion. Como antes, s6lo basta ver que R y .S son positivos. Para S es claro, ya que

(UAU*z,x) = (AU z,U*x) = (Ay,y), y=U"z,

y por tanto si A es positivo entonces U AU* también lo es. Para ver que R es positiva tomamos

la base de eigenvectores de X > 0y vemos que 77(X)I — X en esa base es la matriz diagonal

diag(_;,; Ai), la cual es positiva semidefinida. n
Si llamamos RED g = {p € Dagp : pred > 0}, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.11. [27, Ch. VI.B.6] PPT 415 C RED 5.

1.4.2 Testigos de Entrelazamiento

El objetivo de esta subseccion es estudiar las funciones cuyo manejo nos permite distinguir entre
estados separables y un estado entrelazado especifico. A estas funciones las llamaremos testigos
de entrelazamiento.

Teorema 1.12. [27, Ch. VI.B.3] Para todo estado entrelazado p existe un operador hermitiano A,
tal que T'r(Ap) < 0 pero Tr(Ac) > 0 para todo o separable.

Definicion 1.25. Al operador A asociado a p que existe por el teorema anterior, lo llamamos testigo
de entrelazamiento asociado a p.

Una observacién importante es que el plano {o : Tr(Ac) = 0} divide al espacio de estados
en dos; en una parte estdn todos los estados separables y en la otra parte hay al menos un estado
entrelazado, como lo indica la figura 1.2.

Observacion 1.22. La idea es que para cada estado entrelazado, existe un “testigo”, un operador
que nos asegura que tal estado es entrelazado y que identifica muy bien a los estados separables.
Aunque no nos sirva para identificar otros estados entrelazados, “atestigua” por uno.

Otra observacion importante que se hace en [27] es que existe una biyeccion entre testigos
de entrelazamiento y aplicaciones que son positivas pero no completamente positivas (P no
CP), de hecho tal biyeccién se da via la biyeccién de Choi-Jamiolkowsky. Lo anterior permite
demostrar el siguiente teorema, que complementa a la caracterizacion de Schmidt para estados
puros.

Teorema 1.13. Un estado mixto 0 € Dyp es separable si para toda aplicacién positiva ¢ :
B(Hg) — B(H,), el operador (14 ® ¢)o es positivo.

Como corolario tenemos,

Corolario 1.2. En el caso de dimension finita. o € D4p es separable si y s6lo si ([4 ® ¢) > 0
para toda aplicacion positiva ¢ : My, — Mg,
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W

Tr(Woen:) <0

Tr(Wosep) > 0

Figura 1.2: Testigo de Entrelazamiento

1.4.3 Otros Métodos

Definicion 1.26. Definimos la aplicacion de reordenacion L tal que
Lleids @ fuf}) = eift @ e; ;-
y extendiendo por linealidad. Denotamos X"'" = L(X).

Se define la norma 1 de Schatten por || T||; = Tr(v/T*T). La aplicacién de reordenacién nos
da también un criterio de entrelazamiento.

Teorema 1.14. [27, Ch. VI.B.8] Si 045 € D 4p estado separable, entonces

rin

loasll < 1.

Es decir si RLNog = {p € Dag : ||p"™||1 < 1}, entonces SEP, 3 C RLNp.
Analogo a la entropia de Shannon, podemos definir también entropia para estados cuanticos.

Definicion 1.27. Sea p una matriz de densidad. Se definen las siguientes p-entropias.
1. Ho(p) = logrank(p).
2. Hy(p) = 1= log Tr(p”), parap € (0,1) U (1, 00).
3. H(p) = Hi(p) = —Tr|plog p].
4. Hy(p) = —log ol

Observacion 1.23. Existen algunas caracterizaciones de entrelazamiento en términos de la en-
tropia y pueden encontrarse en [27, ch.5].
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Capitulo 2

Canales y Estados Cuanticos Aleatorios

2.1 Teoria de Matrices Aleatorias

Definicion 2.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y Q € B(M,,«,(C)). Una funcién
X : Q — QO es una matriz aleatoria si

X YA eF VAeB(Q) = QnNBMuxn(C)),
es decir, X es una funcién B(Q) \ F-medible.

Observacién 2.1. Equivalentemente se cumple que si X = (X;;) € Q, entonces X es ma-
triz aleatoria con valores en Q si y sélo si X;; es una variable aleatoria compleja para todo
1=1,....m,j3=1,...,n.

Algunos Q de interés son:

1. Q@ = M;,xn(C), @ = M,,»n(R), Q las matrices hermitianas, Q@ = S;(R) las matrices
simétricas, O = Sj el cono de matrices semidefinidas positivas.

2. Q = U(n) el grupo unitario, i.e, Un) = {U € M,(C) : U*U = UU* =1,} y Q = O(m)
el grupo ortogonal dado por O(m) = {O € M,,(R) : 07O = 00" = I,,}.

por la observacién anterior, podemos definir matrices aleatorias, s6lo definiendo la distribucién
de sus entradas.

Definicion 2.2. Sean Z;; ~ N(0,1) vaa.iid. parai =1,...,m,j = 1,...,n. Alamatriz aleatoria
Z = (Zij) € Myyxn(R) 1a llamamos matriz Ginibre normal rectangular o ginibre gaussiana.

Proposicion 2.1. Sea Z de m x n matriz ginibre normal rectangular. Si O € OQ(m) no aleatoria,
0Z<7yvPeOn),zP< 7.

El resultado anterior puede extenderse al caso Z;; ~ N (0, 0?). Para el caso complejo tenemos
un resultado similar.
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Proposicion 2.2. Sea Z;; con Re(Z;;) ~ Im (Z ) ~ N(0,3) va. independientes para i =
L,...,m,j =1,...,n. Sea Z = (Z;j) € My»x,(C). Entonces si U € U(m) no aleatoria,

UZLZyVVeUn),2zV <2
Generalizamos la definicidn anterior.

Definicion 2.3. 1. Si X es matriz aleatoria en M,,(C) con entradas independientes, la llamamos
Matriz de Ginibre (en caso no cuadrado lo llamamos Matriz de Ginibre rectangular).

2. Sedice que X = (X;;) € M,(F) es Matriz de Wigner si

i) (Caso real) X es real simétricay {X;; : 1 < i < j < d} son variables aleatorias
independientes.

ii) (Caso complejo) X es hermitiana complejay {X;; : 1 < i < j < d} son variables
aleatorias independientes.

Observacion 2.2. A veces se pide para una matriz de Wigner que tenga segundo momento finito y
que encima de la diagonal tenga un medio de la varianza de la diagonal. También es comun pedir
segundo momento y simetria de las distribuciones.

Definicion 2.4. 1. Una matriz aleatoria X € M,,,(R) es invariante bajo transformaciones
ortogonales por la izquierda [derecha] si V O € O(m) [VO € O(n)], OX <X [XO <X ].

2. Una matriz aleatoria X € M, ,(C) es invariante bajo transformaciones unitarias por la
izquierda [derecha] siV U € U(m) [VU € U(n)], UX <x (XU 4 X].

Lema 2.1. Sea X € M, ., (R) con distribucién invariante bajo transformaciones ortogonales por
la izquierda (andlogamente para unitarias y derecha). Sea h : ML, x,,(R) — My . (R) una funcién
B(M,,xn) \ B(Mg . )-medible. Entonces

hOX) L h(X).

Demostracion.
Sea A € B(Mywe)yseaO € O(m).

1nvar1anza)

P(h(OX) € A) = P(OX € h1(A)) ' P(X € h™'(A)) = P(h(X) € A).

Por lo tanto, h(OX) < h(X). |

Definicion 2.5. Sea X matriz aleatoria en M, (R). Se dice que X tiene distribucién invariante bajo

. . . . . . d
conjugaciones ortogonales o bien que X es ortogonalmente invariante si VO € QO(m), OXO! =
X.

Si X matriz aleatoria en X € M,,(C). Se dice que X tiene distribucion invariante bajo

. . o . o . . . d
conjugaciones unitarias o bien que X es unitariamente invariante si VU € U(m), UXU* = X
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Lema 2.2. Sea X € M,,«,(R) (M,,«,(C)) con distribucién invariante bajo conjugaciones or-
togonales (unitarias) y h : M,x, (R) — My e (R) una funcién B(M,,x,,) \ B(My . )-medible.
Entonces para todo O € O(m) (U € U(m)) tenemos

h(OXOY £ h(X). (WUXU*) L h(X)).

ez . . . . d
Observacion 2.3. El concepto de invarianza bajo transformaciones ortogonales OX = X, es una

. . o d . . . .
extension del concepto de variable aleatoria simétrica (—X = X). No asi el de invarianza bajo
conjugaciones ortogonales.

Sea Z matriz m x m Ginibre gaussiana en M;(R). Definimos G simétrica como

1

G=-—=(Z+2". 2.1

\/5( ) 2.1
Si Z € M,,(C), definimos G hermitiana como
1

G=—(Z+ 2. 2.2)

V2

Proposicion 2.3. G € S,, como en 2.1 es ortogonalmente invariante. Andlogamente GG hermitiana
como en 2.2 es unitariamente invariante.

Demostracion.
Caso ortogonal (unitario es andlogo). Queremos ver que VO € O(d) se tiene que O*GO La.
En efecto,

0'GO = %(otzo +0'2'0) £ —=(20+0'Z") = —=(Z + 2*) = G.

1
NG

G-

Observacion 2.4. Analicemos aspectos distribucionales de ambos casos de G ((2.1) y (2.2)).

i) Consideremos primero el caso complejo para G en el que Z;; = Re(Z;;) + iIm(Z;;), con
Re(Z;5), Im(Z;;) independientes, ambas con distribucién N (0, 1). Tenemos entonces que

1 _ 1
Gu = —5[2+ Zul = Z5[2Re(Z:)] = V2Re(Zy),
y entonces
E(Gii) = 0, V(Gii) = V(VERe(Zs)) = 2V(Re(Zs)) = 2 - % _1

Para el caso ¢ # j, usaremos que las variables G;; son centradas y el hecho de que si Y
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variable aleatoria compleja centrada, entonces V(Y') = E(|Y|?). Asi pues, como

_ 1 _ _
(Giil* = GG = 52 Zsi + 232 + Zi Zsi + Zi;Z5),
entonces, por independencia:

1 _ 1
V(Gy) = E[|Gy|*] = §E[|Zij’2 +1Z;i|"] = §E[2|Zz‘j|2]

= E[[Re(Z;;)]” + [Im(Z;;)]"] = V(Re(Z;)) + V(Im(Z;))
11

42 =1
2+2

Concluimos que G;; ~ N (0, 1) para todo i, j.

ii) Para el caso en que G € S,, tenemos resultados diferentes ya que

272, 1=]
Gij:{\/_ o

\%(Zij + Zji), i # j

y por tanto VG;; = 2V(Z;;) = 2 y parai # j, VG;; = 1. Concluimos que (G;;)1<i<j<d SOn
variables independientes con distribucion:

N(0,2), i =j
Gij ~ . .
N(0,1), @ #j

Definicion 2.6. Un ensamble (X, ),>1 es una sucesion de matrices aleatorias tal que para todo
n > 1, X,, es una matriz n X n.

Definicion 2.7. 1) Un ensamble G = (GY9);4>; se dice Gaussiano Ortogonal y se abrevia GOE
siVd > 1, G = (GY)ij=1,..a es tal que {G; : 1 < i < j < d} son variables aleatorias

independientes, G¢ € Sy y
G4 ~ N(0,2)

d . .
G~ N(0,1) Vi # j.
Es decir, G% es como G definida en (2.1).

2) Un ensamble G = (G%);> se dice Gaussiano Unitario y se abrevia GUE si Vd > 1, G =
(Gﬁ’j)i’j:l 4 es tal que {ij : 1 < i < j < d} son variables aleatorias independientes,

77777

G'eHyy G, ~ N(0,1) Vi, j. BEs decir, G¢ es como G en (2.2).
Observacion 2.5. Las matrices en los ensambles GOE y GUE son matrices de Wigner.

Definimos ahora otro ensamble de matrices, el cudl serd de vital importancia en lo siguiente.
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Capitulo 2. Canales y Estados Cudnticos Aleatorios

Definicion 2.8. Sea Z = {Z;;} € M,,x,(C) con Z;; v.a.i.i.d gaussianas paral <i <m,1 < j <
n,n < m. A lamatriz m X m, definida por W := ZZ* se le conoce como la matriz de Wishart
de parametros (m, n) y se denota por W, ,,.

Proposicion 2.4. La matriz de Wishart I/ es invariante bajo conjugaciones unitarias y tiene rango
completo con probabilidad 1.

Enunciamos a continuacion el teorema de Marchenko-Pastur, que corresponde al andlogo de la
ley de eventos raros en probabilidad libre.

Teorema 2.1. Considere una sucesion de enteros sy tal que s; ~ cd cuando d — oo, para algin
¢ € (0,00). Sean W, sucesién de matrices aleatorias con distribucion Wishart de pardmetros
(d, sq). Entonces W, converge casi seguramente a la distribucion de Marchenko-Pastur 7. dada

por
V(b—z)(z —a)

dr.(x) = max(1 — ¢,0)d + 1o p)(2)dz,

2mx
donde a = (1 — \/e)?y b= (1 + /c)%
Para la prueba se necesita la férmula de Wick:
Teorema 2.2. Sean X, ..., X variables gaussianas, entonces

l
E[X - Xi] = Z H E[X;,, Jm

p={{iv.g1},..{aa}ty  m=1
emparejamientos de {1, .. ., k}

2.2 Estados Cuanticos Aleatorios

Recordemos que por estado nos referiamos a una matriz positiva definida de traza 1. Se define un
estado aleatorio de manera natural como sigue.

Definicion 2.9. Un estado aleatorio es una matriz aleatoria positiva definida y de traza 1.

Podemos obtener estados aleatorios si definimos una distribucién de probabilidad j en el es-
pacio de estados Dy = {p € M4(C) : p >0, Tr(p) = 1} (cuyos puntos extremos son los estados
puros los cuales estdn identificados con {z € C? : ||z|| = 1}).

A continuacién definimos distribuciones en D,.

2.2.1 Distribuciones de Probabilidad en Estados Cuanticos
Estados Aleatorios Puros

El primer conjunto de estados en el que definimos una medida de probabilidad es el conjunto de
estados puros.
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Definicién 2.10. Se dice que el estado puro x € C tiene la distribucién uniforme si estd uniforme-
mente distribuido en la esfera unitaria de C¢. Denotamos esto por & ~ Yg.

Proposicion 2.5. Sea x ~ 4. Entonces se cumple lo siguiente:

1) Para cualquier operador unitario U € U, independiente de x, entonces el estado aleatorio puro
Uzx cumple que Uz ~ xyq.

ii) Si X € C?es vector gaussiano complejo, X ~ CN(0, I,,), entonces H%H ~ Xd-

iii) Si U matriz aleatoria con distribucién de Haar y y la primer columna de U, entonces y € C¢
cumple y ~ xg4.

El Ensamble Inducido

Vamos a definir ahora medidas en estados mixtos.

Definicion 2.11. Dados dos naturales d, s, considere un estado aleatorio puro x € C? ® C* (dis-
tribucién uniforme). La distribucion de la matriz aleatoria definida por la traza parcial:

p = [Ig@Tr|(zx*) € Dy,
es llamada la medida inducida de parametros (d, s) y es denotada v s.
Proposicion 2.6. Consideremos p ~ v, . Se cumple lo siguiente
i) Con probabilidad 1, p tiene rango min(d, s).
i1) Si U es unitario e independiente de p, entonces U pU* 2 p-

iii) Existe una matriz unitaria U y una matriz diagonal A = diag(\q, ..., \y) tal que U tiene la
distribucién de Haar, U y A son independientes y p = UAU*. Se le llama a estos elementos
la parte radial y angular de p.

iv) Los eigenvalores (A, ..., ;) tienen distribucion conjunta

T(ds) a 2 TT 1o
= _ ~ Lo raa=1 | | Taizo (A =X)L A
[T T(s —)D(d + 1 — ) ! 11 Kggd 11

Observacion 2.6. En el caso s = d, la medida v,,4 es la medida de Lebesgue en el conjunto

compacto Dy.

Proposicion 2.7. Sea W € M,(C) una matriz de Wishart de parametros (d, s) y sea p :=
D,. Entonces se cumple lo siguiente:

w
Tr(W) €

i) Las variables p y T'r(W) son independientes.
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ii) La distribucién de Tr (W) es x3,, distribucién ji-cuadrada con ds grados de libertad.
iii) La matriz aleatoria p tiene distribucion la medida inducida p ~ v .
iv) La matriz W, condicionada a T'r(W') = 1, tiene distribucién v .

Observacion 2.7. El evento Tr (W) = 0, tiene probabilidad 0, ya que por la proposicion 2.4, las
matrices de Wishart son de rango completo con probabilidad 1.

Para simular estados aleatorios con distribucion v, 5, podemos considerar matrices p = %,
con (G Ginibre gaussianas.

Nos interesa el comportamiendo asintético de la medida inducida. Consideremos primero el
casocon d fijoy s — oo.

Proposicion 2.8. Para d fijo, consideremos la sucesion de matrices aleatorias (ps) con distribucion
ps ~ V4. Entonces, casi seguramente cuando s — oo, se tiene p; — d—'1,.

Consideremos ahora un caso mas interesante.

Proposicion 2.9. Para ¢ fijo, consideremos la sucesion de matrices aleatorias (pg)4 con distribucion
Pd,s,» con sq tal que s; ~ cd cuando d — oo. Entonces, casi seguramente cuando d — 00
la distribucién espectral asintdtica de las matrices s pq converge débilmente a la distribucion
Marchenko-Pastur ...

Observacion 2.8. Lo anterior se puede interpretar como sigue: si 1 € C? ® Cl°Y un estado
aleatorio puro, entonces los eigenvalores de la traza parcial p = [I ® Tr|(¢¢*) se distribuyen,
salvo una escala cd, Marchenko-Pastur ..

2.2.2 Umbrales de Entrelazamiento

Recordemos que el conjunto D, 2 SEP,; = {p € D, : p es separable}. En esta parte se
presentan algunos resultados sobre el volumen euclideano de el conjunto SEF,.

Proposicion 2.10. La maxima bola euclideana centrada en el estado maximamente entrelazado
I/(nk) y contenida en D, es separable y tiene radio [nk(nk — 1)]7%/2.

Observacion 2.9. El radio entre el volumen de SE'P,, ,, y D,,» desaparece cuando n — oco. En el
caso en que el pardmetro s de la medida inducida v, ; crece a infinito, con n, k fijos, entonces la
medida v, s se concentra alrededor del estado maximamente mixto /,, por tanto

lim P,  [p€ SEP]=1.
§—00 ’

Para establecer los resultados con rigor, presentamos la definicién de umbral de entrelaza-
miento, la cual captura la idea de que p € D, pertenezca a una familia X, cuando la probabilidad
se mide con la medida inducida v .
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Definicion 2.12. Sea X; C D, una familia de matrices de densidad y p € D,, decimos que ocurre
un fenémeno de umbral con valor ¢, en la escala f si ocurre lo siguiente: sea sq ~ cf(d) para
alguna constante ¢ > 0, entonces se cumple lo siguiente:

sic<cp, limP,, [pe Xy =0.
d—00 od
sic>cp, lim P, [pe Xy =1
d—o0 d
Aplicamos ahora la idea de los umbrales para la deteccion de entrelazamiento, sustituyendo X,
por los conjuntos que nos dan las medidas parciales en la seccion 1.2.2. El problema de detectar si
un estado mixto dado es entrelazado o no, es un problema NP. Dada esa dificultad y la importancia

de detectar entrelazamiento, establecemos ciertos criterios aleatorios, que nos dan la probabilidad
de que un estado cudntico aleatorio sea entrelazado.

Teorema 2.3. Para k = n. Existen constantes ¢ y C'y una funcién f(n) que cumplen

en® < f(n) < Cn®log?(n),

tal que
sis, < f(n), imP,, [peSEP,,|=0.
n—00 ne,sn
sis, > f(n), im P, , [pe SEP,,]=1.
n—00 ne,sn
Umbral para PPT

Recordemos de la seccion 1.2.2 que PPT,, . = {p € Dy : p* >0} D SEP, .

Proposicion 2.11. Considere la sucesion de estados aleatorios p,, € D, del ensamble inducido
Unk,, cnkn» donde k,, es una funcion de n y c constante positiva.

Si k, = n, la distribucién espectral de pl, converge a la medida semicircular HSC(1,1/c)> €N
particular el umbral del conjunto PPT,, ,, es ¢y = 4.

Si k,, = k fijo, la distribucién espectral de p., converge a la diferencia de distribuciones poisson
libres:

Tek(k+1)/2 = Tek(k—1)/2,

en particular el umbral de PPT,, ; con k fijoy n — oo es
co=242+1—-1/k%

Umbral para RED

Consideremos ahora el espacio RE'D,, , definido en la seccién 1.2.2.

Proposicion 2.12. Los umbrales para los conjuntos RED,, ;. son:
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i) Si ambos n, k — oo, hay un fendmeno de umbral para el pardmetro s de la medida inducida
Unk,s con valor co = 1 en la escala s ~ cn.

ii) Sin fijoy £ — oo, el umbral para el pardmetro s de v, ; estd en la escala s ~ c en el valor
Co = n.

iii) Sik fijoy n — oo el umbral para s en v, ; estd en la escala s ~ cnk en el valor

(1+Vk+1)

COZ—

k(k — 1)

Positividad del Soporte

Supongamos que 4 es una medida de soporte compacto y sea Xy € M,,4(C) sucesién de matrices
aleatorias unitariamente invariantes que convergen a 4 cuando d — oo. Sean f; : M,(C) —
M,(C) aplicaciones lineales tal que la matriz de Choi de f; es X;. Entonces la positividad
asintdtica de f; depende s6lo de p, mds aun, la k-positividad de f,; depende sélo de p.

Definicion 2.13. La aplicacion f es k-positiva si [, @ f es positiva.

Teorema 2.4. La sucesion de aplicaciones lineales (f;); definida como antes tiene las siguientes
propiedades:

1. Si supp(u®*) C (0, c0), entonces, casi seguramente cuando d — 0o, f, es k-positivo.

2. Si supp(u®/*) N (—o00,0) # 0, entonces, casi seguramente cuando d — oo, f; no es k-
positivo.

Observacion 2.10. Se sigue de lo anterior que las medidas p con aplicaciones lineales asociadas
que son positivas, pero no completamente positivas, nos dan un criterio de deteccion de entrelaza-
miento. Sin embargo, encontrar medidas asi no es sencillo.

Terminamos esta seccion recordando que en la Gltima parte del capitulo 1 se habl6 de un criterio
diferente, llamado RLN. Este criterio también tiene un umbral.

Proposicion 2.13. Los umbrales para los conjuntos RLN,, ;, son:

2

1. Sin =k — oo, el umbral para s en la medida inducida v,2 ; estd en la escala s ~ cn” en el

valor ¢y = (8/3m)%.

2. si k fijoy n — oo, el umbral para s en la medida inducida v, s estd en la escala s ~ cen el
valor ¢y = k2.
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2.3 Canales Cuanticos Aleatorios

Si consideramos matrices X, tal que Tr(X?) ~ n¢(z?) con x alguna variable aleatoria no con-

mutativa y normalizamos
X

X = Tr(X)

Y si ® canal cudntico, los momentos de Z = ®(X) cumplen

E[Tr(®(X)")]

EITH(27) = =5,

2.3.1 Problemas de Salida y Aditividad

Proposicion 2.14. El comportamiento casi seguro de la matriz Z esta dado por lo siguiente.
1. Cuando n fijoy k — oo, Z converge casi seguramente al estado mdximamente mixto I,, /n.

2. Si k fijo y n — o0, la distribucion espectral de jiknZ converge a la medida de probabilidad
2
v= [/J(k)]EEk .

3. Sik,n — ooy k/n — ¢, ladistribucién espectral de nZ converge a la medida de Dirac ¢;.
Presentamos el siguiente teorema sobre la salida de canales cuanticos.

Teorema 2.5. Considere un canal aleatorio unitario My — M obtenidos con £ matrices Haar
unitarias i.i.d. Para N >> k/e? entonces este canal manda todos los estados a distancia €/k al
estado maximamente mixto.

A continuacioén el problema de aditividad de canales cuanticos aleatorios.

Teorema 2.6. Para todo p € [1, 0o, existen canales cudnticos ¥ y & tal que

H™(U @ @) < HM™(W) + H'™(P).

2.4 Matrices Aleatorias a Bloques

En la subseccién 1.2.2 se estableci6 que el estado del sistema cudntico conjunto puede verse como
una matriz a bloques, donde la matriz “exterior” representa es sistema emisor y los bloques al
sistema “receptor”’. Ahora bien, considerar que los estados son estados aleatorios puede ser mas
adecuado cuando los sistemas cuanticos son abiertos, es decir, interactuan con su ambiente (como
usualmente sucede); ya que la incertidumbre en los elementos del estado se atribuyen a la aleato-
riedad. Por lo anterior, en los sistemas cudnticos abiertos, el estado del sistema cuantico conjunto
estd representado por una matriz aleatoria a bloques.
Algunos de los criterios de entrelazamiento para el caso aleatorio, serian los siguientes.
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Teorema 2.7 (Criterio Peres-Horodecki). Sea 045 un estado bipartito aleatorio tal que

T
d Z A B
0AB = ]Dlpz ® Ti s

i=1

con pi estado aleatorio de A y 7 estado aleatorio de B, entonces oz = (I @ T)oap > 0 casi
seguramente.

Por lo anterior, si 0!, tiene eigenvalores negativos con probabilidad positiva, entonces el es-
tado aleatorio es entrelazado.

Teorema 2.8. El estado bipartito aleatorio o 4 es separable siy sélo si o'z = (I @ p)oap > 0
casi seguramente para todo operador positivo .

Observacion 2.11. El problema de entrelazamiento lo podemos resolver, al conocer la distribucion
espectral de la matriz estado del sistema conjunto, para asi hacer los calculos de la probabilidad de
que alguno sea negativo. En el presente capitulo repasamos algunas familias de matrices aleatorias
cuya distribucion espectral (o espectral asintdtica) es conocida. Sin embargo, las herramientas de-
sarrolladas no funcionan para matrices a bloques; para ellas hay que usar la teoria de probabilidad
valuada en operadores. En el siguiente capitulo usaremos dicha teoria para dar informacion del es-
pectro de las matrices aleatorias modificadas a bloques y por tanto del entrelazamiento de sistemas
cudnticos con estados aleatorios.

45






Capitulo 3

Probabilidad Libre e Informacion Cuantica

En las secciones pasadas vimos que la deteccion de entrelazamiento en los sistemas cudnticos
conjuntos es de vital importancia para la transmisiéon de informacion cuantica y que en los sis-
temas cudnticos abiertos es razonable considerar que el estado conjunto es una matriz aleatoria a
bloques. En este capitulo usamos la teoria de probabilidad libre valuada en operadores para dar
informacion del espectro de las matrices aleatorias modificadas a bloques y por tanto, para detec-
tar entrelazamiento. Comenzamos repasando algunos de los elementos de la probabilidad libre y
la probabilidad libre valuada en operadores. Seguido de esto tenemos la parte principal de esta
tesis, donde se usa lo anterior para encontrar la distribucion espectral limite de las modificaciones
a bloques.

3.1 Probabilidad Libre

Definicion 3.1. Decimos que A es una dlgebra compleja si es un espacio vectorial sobre C, con
un producto - : A x A — A asociativo, bilineal y con un tinico neutro multiplicativo.

Si existe en A una involucion, i.e., una operacién * : A — A que cumple que (a + \b)* =
a* + \b*, (a*)* = ay (ab)* = b*a* para todo a,b € A, A € C, entonces A es llamada x-dlgebra
compleja.

Si A es una -dlgebra y ademds estd dotada de una norma || - || : A — [0, c0), que la hacen un
espacio de Banach y cumple

a) ||lab|| < ||a||||b|| para todo a,b € A,
b) ||a*al| = ||a]|* para todo a € A,
decimos que .A es una C*-dlgebra.

Dados ay, as, ..., a, € A, el dlgebra generada por a, as, . . ., a, se define por

(a1, ... an) = {p(ay,...,a,) :p € Clxy,...,zn)},
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3.1. Probabilidad Libre

donde C(z1, ..., x,) es el conjunto de polinomios con coeficientes complejos en las variables no
conmutativas x;. En una %-algebra, la x-dlgebra generada por ay,...,a, es (ai,aj,...,a,,ak)
definida como antes pero en el doble de variables.

Definicion 3.2. Un espacio de probabilidad no-conmutativo (EPNC) es un par (A, ¢) donde A
es una dlgebra complejay ¢ : A — C es un funcional lineal que cumple que p(14) = 1. A los
elementos de A se les llama variables aleatorias no-conmutativas, o sélo variables aleatorias.

Si A es una x-dlgebra [C*-dlgebra] y ¢ cumple también que ¢(a*a) > 0 para toda a € A, en-
tonces el par (A, ) es llamado *-espacio de probabilidad no conmutativo (x-EPNC) [C*-EPNC].

La involucién en los x-EPNC nos permite definir tipos especiales de variables aleatorias; deci-
mos que a € A es autoadjunta o real si a = a*, normal si aa* = a*a, unitaria si aa™ = a*a = 14
y positiva si existe * € A tal que @ = xz*. Decimos también que ¢ es tracial si ¢(ab) = p(ba)
para todo a,b € Ay fiel si p(a*a) = 0sdlosia = 0.

En este marco la informacion probabilistica de las variables aleatorias estd codificada por el
funcional ¢ cuando actida en los elementos (@)™ (a*)™ - - - (a)™ (a*)™, asi pues llamamos a la
coleccion ¢((a)™ (a*)™ - - - (a)™ (a*)™ ) momentos mixtos de la variable aleatoria a.

Observacion 3.1. Para el caso de una variable aleatoria a autoadjunta, la distribucién en el sentido
analitico (si existe), es una medida . con soporte compacto en R y los momentos mixtos son

o0
o) = [ amutds).
—0o0
En un espacio de probabilidad no conmutativo, no toda variable aleatoria tiene distribucion en
este sentido; sin embargo, si (A, 7) es C*-EPNC, podemos garantizar que toda variable aleatoria
autoadjunta tiene distribucion en el sentido analitico, eso es una consecuencia de la representacion
Gelfand-Naimark-Segal y puede encontrarse en [33].

Ejemplo 3.1. Como ejemplo de espacio de probabilidad no conmutativo consideremos A =
M,,(C) el algebra de matrices complejas de dimensiéonn x ny ¢ : A — C definida por

CTr(4) 1
p(A) = tr(A) = — = =~ ;A“.
El espacio (A, ¢) es un x-EPNC, con la involucién A* = AT y en efecto, las variables aleatorias
no conmutan.
En este espacio, si consideramos A matriz normal entonces existe una matriz unitaria U tal que
A =UAU*y A es la matriz diagonal de eigenvalores de A. La x-distribucion de A entonces es

n

(A = rfoaraye] = AT Ly,

que son los momentos de 4 = % >~ dy, (la medida compleja uniforme en los eigenvalores) y por
=1
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ello en el caso autoadjunto tenemos

1 n
tr(A%) = - > A= /tlC dua(t),
=1

donde de nuevo j4 es la uniforme en los eigenvalores de A, en este caso medida real.

Definicion 3.3. Decimos que la familia de subélgebras A;,7 € I de (A, ), es libre si se cumple
que

olaas -+ a,) =0,

siempre que p(a;) =0, a; € A;;) y i(1) #i(2) # --- #i(n).
Las variables aleatorias a1, ...,a,, € A son libres, si las subélgebras (a;), i = 1,2,...,n. son
libres.

Observacion 3.2. Como (a) = {P(a) : P € C(z)}, se sigue que en el caso de variables aleatorias
(a;)icr en el EPNC (A, ), las variables son libres si para cualesquiera polinomios P, ..., P, €
C(x) y cualesquiera a;;, j = 1,2,...,k, i; € [ con iy # iy # - - - # i}, se cumple que

SO(Pl (ail) Py (aiQ) - By (alk)) =0,

siempre que se cumpla que ¢ (P; (a;;)) = 0 paratodo j =1,... k.

La independencia libre se puede entender como una regla para calcular momentos mixtos. Un
resultado sencillo, pero importante es que si @ y b son variables aleatorias libres, la x-distribucién
de a + by de ab s6lo dependen de la x-distribucién de a y la x-distribucién de b, y por tanto
podriamos definir

o B 1y = s,

y en el caso de que a, b variables positivas, también

Ha X Ko = Ha1/2pg1/2-

De hecho, si ;1 y v son medidas con soporte compacto en R, existe un C*-espacio de pro-
babilidad no conmutativo (A, ) y variables aleatorias autoadjuntas a,b € A tal que a tiene *-
distribucién p y b tiene x-distribucién v, y ademas a y b son libres, y por lo tanto podemos extender
lo anterior para medidas, asi que llamamos a x H v la convolucién libre aditiva (se define formal-
mente en la Definicion 3.11); si las medidas ademds tienen soporte positivo entonces las variables
que existen en el C*-EPNC son positivas y libres, por tanto definimos x4 X v la convolucién libre
multiplicativa, de las medidas p y v.

Definicion 3.4. Sea (a,) una sucesion de variables aleatorias no conmutativas, a,, en (A,, ¢,).
Decimos que la sucesion converge en distribucion a la variable a € A, donde (A, ¢) es un x-
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3.1. Probabilidad Libre

EPNG, si para cada cada k € Ny cualesquiera €1, . .., ¢ € {1, %}, se cumple que

lim @, (al - aft) = p(a - --a*).

n—o0
Definicién 3.5 (Convergencia en distribucién conjunta). Sea (a;)icr, m = 1,2, ... una familia de
sucesiones de variables aleatorias no conmutativas, cada familia en un *-EPNC (A,,, ¢,,). Diremos
que la sucesion converge en distribucion a la familia de variables aleatorias no conmutativas (a;);es
en un *-EPNC (A, ¢), si se cumple que para todo k, para cualesquiera iy, . . ., ix € Iy cualesquiera
€1, .., €x € {1, %}, se cumple que

lim Sﬁn(a;l,n . a:,:,n) = gp(afll . a;’z)

n—oo
Si las variables (a;);es son libres, diremos que las variables (a; ,,);c; son asintdticamente libres.

Definicion 3.6. Sea ;. medida de probabilidad en (R,B(R)). Se define la transformada de
Cauchy G/, de ;1 como

/—pdt :€C\R

Definicion 3.7. En (A, 7) se define la transformada de Cauchy de la variable aleatoria autoadjunta
a como la funcién G, : C\ R — C definida por G,(t) = 7[(t14 — a)™'].

Observacion 3.3. La transformada de Cauchy esta definida para variables aleatorias, pero cuando
la variable a tiene distribucién analitica (como es el caso de las variables autoadjuntas en los C*-
EPNC), la transformada de Cauchy de a coincide con la transformada de Cauchy de la medida

Ha-
En caso que 4 tenga soporte acotado, y si denotamos my, = [ tku(dt), la transformada de
R

Cauchy tiene la siguiente expresion en serie de potencias,
o0
Gulz) ==+ o) el >

con r = sup{|t| : t € supp(p)}.
Introducimos aqui una distribucion muy importante en probabilidad libre, pues juega un papel

andlogo al de la normal en probabilidad clésica.

Definicion 3.8. Seam € Ry o? > 0 la densidad de la distribucién del semicirculo con media m
y varianza o2, es

\/40—2 [E - )2 : 1[m—20,m+20] (l‘)

27r02
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Sim =0y o =1, ladensidad queda

1
s0(2) = 5V — 2% 1o (2),
a esta ultima la llamamos semicircular estdindar.

La transformada de Cauchy de la distribucién de semicirculo con pardmetros my o es

2
Gw7rL,a (x) = T_2<Z - (Z - m)2 - TQ)
Definicion 3.9. Sea /, una medida de probabilidad en R. La transformada de Voiculescu ¢, : I' —
C~ esta definida como

ou(2)=F;'(2)—2z z€T,

donde F),(z) = es la reciproca de la transformada de Cauchy yI' =T, 3 ={z =2+ 1y :

Gu(z)
y >0 |zl < ay}.
Una medida de probabilidad en R estd determinada por su transformada de Voiculescu.

Teorema 3.1. Sean p y v medidas de probabilidad en Ry ¢,,, ¢,, sus respectivas transformadas de
Voiculescu. Entonces ¢ = ¢, + ¢, es la transformada de Voiculescu de una (tinica) medida de
probabilidad en R.

Definicion 3.10. Con las mismas restricciones de la transformada de Voiculescu, definimos la
R,,-transformada (o transformada R de (1) como

1 1, 1 _
R#(Z):¢M<;):F;¢l(2 1)_;’ < 161—"
La transformada de Cauchy y la transformada R estdn relacionadas por la ecuacién
Gl () +2) = =

Definamos ahora la convolucidn libre de medidas.

Definicion 3.11. Sean ;1 y v medidas de probabilidad en R. La convolucion libre aditiva de ;1 y v
es la inica medida de probabilidad ; H v en R tal que
R#EV(Z) = R#(Z) + RV(Z)v Z7 < Fal,ﬂ1 n FaQ,BQ'

Para una medida de probabilidad ;2 en R con soporte compacto y momentos m,, (), n > 1,
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tenemos la expansion en serie de potencias de la funcién generadora de momentos clasica de (i,
oo
U,(2) =) ma(p)2". (3.1)
n=1

Si my(p) # 0, lainversa x,(z) de ¥, (z) existe y es tnica como serie formal en z. En este
caso, la transformada S se define como

1
Su(2) = yul(z)—2 (3.2)

z

Proposicion 3.1. Sean p; y ps dos medidas de probabilidad en R™ con p; # g, @ = 1,2.
Entonces 1 X o # g y

Sm@uz(z) = Sul(z)SNQ (Z)

Ademds (1 8 1) ({0}) = max{u1({0}), u2({0})}-

Observacion 3.4. Si ¢ # 0, se define la dilatacion de una medida real i, como la medida D.u que
cumple D u(A) = u(c7tA).
Se cumple para la R-transformada que

Rp.u(2) = cR,(cz). (3.3)
Ejemplo 3.2. Vamos a considerar algunos ejemplos.

1. Laley de semicirculo

B 1
- 2702

\/40-2 - (ZE - m)2 : 1[m—2o,m+20}(l‘)7

wm,U(J:)

tiene transformada R es R(z) = m + o%z.

2. Como vimos en el capitulo anterior, la ley Marchenko-Pastur de parametro ¢ es

VE—a—a)

2rx

dmi(x) = max(1 —¢,0)d + () (T)d.

cona = (vt —1)2yb= (vt +1)2 Se cumple que,

. ¢ ¢ Hn
Ty = lim (1 — 5)50 + 5(51 5

n—oo

t
1—2z°

y su transformada R es R(z) =
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3. Para una medida ;. con soporte acotado y con momentos (m,),>1 y A > 0, se define la
distribucién poisson libre compuesta de tasa A y medida de intensidad de saltos ; como

. A A Hn
T = nh_}r{.lo ( (1 — E) (50 + Eﬂ) .

Esta distribucion cumple que su R-transformada es
o0
R(z) = A Z Mypr12”.
p=0

La ley semicircular juega un papel muy importante en probabilidad libre por que es la ley limite
del teorema de limite central libre.

Teorema 3.2. [33, Teo. 8.10] Sea (A, ) un *-EPNC y sea (a,),>1 € A una sucesién de variables
aleatorias autoadjuntas, libres y con la misma distribucion, con ¢(a;) = 0y p(a?) = 1 para todo
n
i > 1. Sea S, = > a;, entonces (5,,) converge en distribucién a la variable s, donde s es una
i=1
variable aleatoria con distribucion en el sentido analitico semicircular estandar.

Otro teorema de gran importancia es el teorema de libertad asintética de Voiculescu para ma-
trices aleatorias (las cuales forman un espacio de probabilidad no conmutativo con el funcional

o(-) =troE(-)).

Teorema 3.3. [29, Cap. 4, Teo. 4] Sean AS), e ,A%) matrices N x N independientes GUE y
sean Dg\}) ey DE‘VJ) matrices N X N deterministicas que cumplen:

distr.

DY, .. DY q . d, N-— oo

donde la convergencia es en distribucion conjunta. Entonces

AD AW DO p@ds N
donde cada s; es semicircular y sq, ..., s,,{di,...,d,} son libres.

Tenemos también una version para matrices de Haar.

Teorema 3.4. [29, Cap. 4, Teo. 8] Sean U ](Vl), - ](f ) matrices N x N independientes Haar

unitarias y sean D](\}), Cee D](\?) matrices /N X N deterministicas que cumplen:

distr.

DY, .. DY q . d, N-— oo

donde la convergencia es en distribucién conjunta. Entonces cuando N — oo se cumple que

U](Vl), UJ(\})*, . .,U](\f), U](\f)*,D%), e ,DE\?) disgr. Up, ULy ooy Up, Uy dyy oy dy,
donde cada u; es Haar unitario y {uy, ui}, ..., {uy, uy},{di,. .., dg} son libres.
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Para los fines de este trabajo, usaremos la siguiente generalizacion de los teoremas anteriores.

Teorema 3.5. Sean X ](\}), X ](\1,”) matrices N x N independientes unitariamente invariantes, tales
que
m )
A}l_rgo NTT(XN J=z,€A
y sean D](\}), ceey DJ(\?) matrices /N X N deterministicas que cumplen:
DY, .. D@ g d, N - oo

donde la convergencia es en distribucion conjunta y los limites estan en .A. Entonces cuando
N — o0 se cumple que

X, x$r XY XY DY, DY e atdy, . dy,
y ademds {x1, 27}, ..., {zp, 25}, {d1, ..., d,} son libres.

Terminamos esta seccion definiendo los espacios comprimidos, que seran de utilidad mas ade-
lante.

Definicion 3.12. Sea (A, ¢) un EPNC y p € A una proyeccién (es decir que cumple p? = p) tal
que ¢(p) # 0, llamamos espacio comprimido al EPNC (p.Ap, ¢P4), donde

pAp = {pap : a € A},

1
Aoy .
QPP () = —— (4, restringido a pAp.
0 ©(p) )

Ejemplo 3.3. Consideremos el EPNC (M, (C), try) y la proyeccion:

1000
o100
P=10 00 0
0000
Entonces para A = (A;;); j=1,...4 tenemos
An A 00
Ap — Asy Ay 0 0
pap 0 0 0 0]
0 0 00
por lo que identificamos a pM,(C)p con M,(C) y en este caso el operador trﬁm(c)p coincide

con try en My (C).

Observacion 3.5. Si (A, ¢) es un C*-EPNC y p es proyeccién autoadjunta con ¢(p) # 0 entonces
el espacio comprimido (p.Ap, P*?) también es un C*-EPNC.
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Teorema 3.6. [33, Teo. 14.10] Sea (A, ) un EPNC y p,ay,...,a, € A tal que p es una
proyeccién con A := ¢(p) # 0y p es libre de {ay,...,a,,}. Entonces para todon > 1y
1<i(1),...,i(n) < m,

1
RﬁAp(pai(nP, e ,pai(n)P) = XRn()\@i(n, R )\ai(n))'

Definicion 3.13. Una familia de unidades matriciales en un EPNC (A, ¢), es un conjunto

{eij}ij=1,..a C A
para algin d, que cumple lo siguiente,

€ij€kl = O0jkCil, 7;7j7k7l:1a"'7d
d

ZeiizlA.

=1

Ejemplo 3.4. Consideremos {E;;}; j—1 .4 la base estandar del espacio M,(C), es decir,

Eij = (6ik615)ki=1,...d-

La familia { E;}; j—1,. 4 s una familia de unidades matriciales para el espacio (My(C), try).

Se cumple en este espacio que trq(Ej;) = 0.
Definicion 3.14. Sea (A, ») un EPNC y consideremos (M;(C) ® A, tr ® ¢). Decimos que A =
(@ij)ij=1,. 4 (matriz en My(C) ® A) es R-ciclica si se satisface que

Rn(ail,jn - 7ain,jn) =0,
excepto quizas para j; = %2, ..., Jn-1 = in, Jn = 11-

Teorema 3.7. Sea (A, ) un *-EPNC y {e;;}j=1,..4 C A una familia de unidades matriciales
que cumple que (e;;) = 5@17‘%1' Denotemos por (C, 711) el espacio comprimido por eq1. Sia € A
autoadjunta y libre de {e;; }; j—1,.. 4. Se cumple que

- d-(n )Rn(a,...,a), Sij1 =9,y fne1l = in,jn =11
Ru( Lo L )_
n \Cit,gis- 5 Cingn) =
0, otro caso

donde Cij = €1;a€;1 eC.

Lo anterior nos permite decir algo de la distribucion de los bloques de una matriz, conociendo
la distribucion de la matriz, en el caso R-ciclico.

Observacion 3.6. La libertad de matrices es una condicién algebraica muy restrictiva y limita
mucho que podamos hablar de distribuciones de algunas matrices de interés. Por ejemplo, si
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3.2. Probabilidad Libre Valuada en Operadores

sabemos que las entradas de dos matrices forman una familia de variables libres, no es cierto que
las matrices son libres; o bien, si consideramos matrices a bloques

Ay By Cy Dy Dy En
Xnv=|Bn Ay By y Yn=|Ex Fny Dn|,
CN BN AN FN FN DN

donde los bloques de X son libres de los de Yy, tampoco podemos usar nuestros teoremas
para decir algo de la distribucién de X + Yy o Xy Yy. Las anteriores limitantes se superan con
la teorfa de probabilidad libre valuada en operadores, que veremos en la siguiente seccion.

3.2 Probabilidad Libre Valuada en Operadores

En la seccién pasada indrodujimos la probabilidad libre, teoria que nos permite entender con pro-
fundidad la naturaleza asintética de ciertas familias de matrices aleatorias de relevancia en dreas
como teoria de la informacion, fisica, graficas aleatorias, entre otras, y discutimos ciertos analogos
de la probabilidad cladsica. En la presente desarrollamos el andlogo libre de la esperanza condi-
cional clésica; estudio que se conoce como probabilidad libre valuada en operadores (abreviado
OVFP por sus siglas en inglés).

En la teoria de probabilidad, la idea de condicionar es muy util, ya que permite resolver pro-
blemas sujetos a que se tiene cierta informacion adicional del experimento. Presentamos a contin-
uacion la definicién clésica de esperanza condicional.

Definicion 3.15. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria integrable.
Si G C F sub-g-dlgebra, la esperanza condicional de X dada G es cualquier variable aleatoria
Z € @ (i.e. medible respecto a G) e integrable tal que

/ZdIP:/XdIP’, VA €G.
A A

Se denota a Z por E[X|G].

Observacion 3.7. La esperanza condicional es una variable aleatoria y es unica P|g-casi segura-
mente; cumple ademds que E[X |G] € G. La existencia de la variable E[X|G], se sigue del teorema
de Radon-Nicodym.

Proposicion 3.2. Si X, Y son integrables y G sub-o-dlgebra. La esperanza condicional satisface
lo siguiente

a) Eslineal E[aX +bY |G] = aE[X|G]+bE[Y |G] y ademds Y € G implica E[Y X |G| = YE[X|G].
b) Propiedad de torre o lema de suavizamiento: G, C Gy = E [E[X|Gs] | G1] = E[X|G4].

c¢) Propiedad de compatibilidad o ley de esperanza total: E [E[ X |G]] = E[X].
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d) Si X es independiente de G entonces E[X|G] = E[X], en particular E[X |[{0,Q}] = E[X]y
E[X|F] = X.

Definimos a continuacién el andlogo libre de la esperanza condicional.

Definiciéon 3.16. Sea (A, 7) un EPNC y B C A una sub-dlgebra con unidad de .A. Una transfor-
macion lineal F : A — B es una esperanza condicional si cumple:

i) F[b] = b, Vb€ B.
i) F[blabz] = bl]F[a]bg Vbl, by € B, ac A.

Decimos también que F es compatible con 7 si T[F(a)] = 7(a). Si By C Bs, decimos que F; y
IFy son compatibles si Fy [Fo(a)] = Fi(a).

La definicion antes presentada tiene similitudes con la esperanza condicional clésica, que jus-
tifican el nombre; primeramente F(a) es una variable aleatoria (no conmutativa), I es lineal, y
ademads los elementos de B salen como constantes de la esperanza condicional. Las propiedades
de compatibilidad son practicamente la ley de esperanza total y la propiedad de torre.

Definicion 3.17. (A, 7, B,TF) es un espacio de probabilidad valuado en operadores (EPVO) si
consiste en un EPNC (A, 7), una sub-dlgebra con unidad B C A y una esperanza condicional
F : A — B. Por simplicidad denotaremos a estos espacios sélo por (A, F).

Ejemplo 3.5. Presentamos ahora algunos ejemplos de EPVO. Sea (A, 7) un EPNC.

1. Sea B= AyTF = Id. Esta claramente es una esperanza condicional, de hecho por la primer
propiedad, es la Unica esperanza condicional para esa subdlgebra. A este EPVO lo llamamos
el EPVO trivial.

2. Elcaso B=Cl,yF[a] = 7(a)l4 = 7(a) es también un EPVO, a este espacio lo llamamos
caso escalar. Es claro que trabajar con este espacio, es equivalente a lo hecho en la seccion
anterior.

3. Consideremos el espacio de matrices aleatorias (M, (C) ® A,tr ® 7). Las siguientes son
esperanzas condicionales,

* Fs: (ai)i; = (7(ai;))ij € Mn(C).
. FQ : (aij)ij — (5@‘7’ aij))ij € DH(C)
. Fl : (a@-j)ij — |:Z:Zn:1 %T(a”)‘| In € (C[n

Donde CI,, C D,,(C) C M, (C) son respectivamente, los miltiplos escalares de la identidad,
las matrices diagonales escalares y las matrices escalares.

Introducimos ahora el andlogo de independencia condicional, usando la esperanza condicional.
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Definicion 3.18. Defimos que las dlgebras (A;);c; con B C A;, son B-libres (o libres con amal-
gamacion sobre B) si F(a; ---a,) = O siempre que n € N, F(a;) =0y a; € Aj,, j1 # jo #

Observacion 3.8. En el caso escalar, las variables o dlgebras son B-libres si y sdlo si son libres.
Cabe decir que toda dlgebra unitaria contiene a C1 4.

La independencia libre la percibimos de manera intuitiva como una férmula para factorizar
momentos mixtos. Por ejemplo si queremos el momento mixto 7(aba) lo que hacemos primero es
centrar e igualar a cero y después usar linealidad para despejar el momento que queremos.

En el caso B-libres podemos hacer lo mismo pues F es lineal, pero con mas cuidado pues en el
algebra los elementos no necesariamente conmutan.

Ejemplo 3.6. Para ejemplificar lo anterior. Si x 'y {y, y2} son B-libres entonces

Flyrzys] = FlyiF()ys].
Y si {x1,22} y {y1,y2} son B-libres entonces

Flzyy129y2] = Flz1F(y1)22]F(y2) + F(z1)FlyiF(z2)ye] — F(21)F(y1)F(z2)F(y2).

Aunque en el caso escalar la distribucion de la variable a era la coleccion de momentos 7(a™),
en el caso valuado en operadores no tenemos conmutatividad y las expresiones para la distribucion
amalgamada, asi como para una generalizacion de cumulantes se vuelve mas complicada. Presen-
tamos, no obstante, la definicion de ambos:

Definicion 3.19. Definimos la distribucion valuada en operadores de la variable aleatoria a como
la coleccion de todos los momentos 3-valuados,

Flabiaby - - - ab,_1a] € B, n €N, b, € B.

Definicion 3.20. Se define la transformada de Cauchy B-valuada de la variable a € A como

GE(b) =F((b—a)"'] =) Fp'

n>0

Definimos la R-transformada como la funcién R que se relaciona con la transformada de
Cauchy B-valuadas de la siguiente manera,

bG(b) = 14+ R(G(b)) - G(b), obien G(b) = (b— R(G(b)))™". (3.4)

Decimos que s es variable semicircular B-valuada si R, (sby, sby, ..., sb,_1,s) = 0, para todo
n # 2ytodo b; € B.

Teorema 3.8. [29, Cap. 9, Teo. 11] Fijemos un EPVO (A, F).
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1. Libertad con amalgamacion sobre B de las variables = y y es equivalente a que los cumu-
lantes B-valuados mixtos en ' y y, se anulen. Esto implica la aditividad R5(b) + Rg(b) =

RE, (), siempre que  y y sean B-libres.

2. Si s es un operador semicircular B-valuado, entonces R?(b) = n(b), donde n : B — Besla
aplicacion lineal n(b) = Fsbs].

El siguiente teorema justifica la importancia de la compatibilidad o propiedad de torre.

Teorema 3.9. Supongamos B,,, C B,,, 1 C --- C B C AyF, : A — B, esperanzas condicionales
compatibles:

AL B 5B, = I B,
Dado lo anterior, la transformada de Cauchy valuada en operadores satisface:
GE1 (b) = Fypy [GB (1)) .
Demostracion. Dada la compatibilidad F;,; o F; = [F;,; tenemos:
Fipr [GF(0)] = Fipr [Fi[(b—a) 7] = (Fopr o F3) [(b— a)7!] = Fopr [(D—a)7'] = GE+1 (D).
]

Corolario 3.1. Si [ : A — B es una esperanza condicional compatible con 7, entonces

Ga(b) = TIG ()],

Lo anterior justifica que podamos condicionar a dlgebras convenientes y después de trabajar
alli apliquemos otras esperanzas condicionales para obtener resultados.

Observacion 3.9. Mencionamos en la seccion anterior que la transformada de Cauchy escalar tiene
una representacion integral para elementos autoadjuntos. En el EPVO (M,,(C) ® A, Id,, ® 7), si
tomamos c y = autoadjuntos entonces

Gega(b) = (Idp @ 7)(0—c@x)™") = /(b —c@t)! dps(t).
R
Mis atin, en el caso de matrices deterministas, si asumimos M, (C) C Ay consideramos

x=2z" € M,(C)® M,(C). Entonces

GE(b) = (Id,, © %Tr)((b o1, — 2) ),

es decir, la transformada de Cauchy es la traza parcial del resolvente.

Definimos ahora, el andlogo a la transformada S (definido en [25]).
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Definicion 3.21. Definimos la transformada W% como ¥3(h) = 3 F[(ab)"], la cual tiene una
n>1

inversa (en un dominio adecuado) ¥="'>(b). Se define la S-transformada B-valuada como
SE(b) = (14 + b)b U1 (b).
Teorema 3.10. 1. Siz y y son B-libres, entonces

B Bip\oB(aB(p\—1cB
Sy (0) = 5, (0) S (S, (0) 5, (b))-
2. Si B es conmutativa 'y x y y son B-libres, entonces

Sy(b) = 57 (0)S, (D).

3. Si B es conmutativa, entonces la transformada Ry S se relacionan de la siguiente manera.
bRE(b) + SE(bRB(D)) = b.

En la seccion anterior planteamos algunas limitantes de la probabilidad libre escalar; de-
mostramos ahora como la probabilidad valuada en operadores puede solucionar dichas limitantes.

Teorema 3.11. Consideremos (A, 7) un EPNC y las matrices aleatorias (M, (C) ® A, tr ® 7). Si
las entradas de dos matrices aleatorias son libres entonces las dos matrices son libres con amalga-
macion respecto a 3 : M, (A) — M, (C), la esperanza condicional

Fs < (ai;)ij = (7(aij))i; € Mn(C),
es decir, son M,,(C)-libres.

Ejemplo 3.7. Si {ay,b1,c1,d1} y {as, bs, c2,ds} son libres respecto a 7, entonces

(. bl (a2 bQ
a=(a) e (3)

son libres respecto a [F'5, pero no son libres bajo tr & 7.
Para ver lo segundo primeramente observemos que,

_ (aiaz +bica arby + bids
XiXs = (C1a2 +dica c1by + d1d2> '

y por tanto,

(tr @ 7)(X1X3) = %[T(al)T(@) + 7(b1)7(ca) + 7(c1)7(ba) + 7(dq)7(d3)]

# [7(a1) + 7(d1)][7(a2) + 7(d>)]
= (tr @ 7)(X1)(tr @ 7)(X2).
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Si tuvieramos libertad tendriamos igualdad en la ecuacion anterior. Por otro lado, bajo [F5 no existe
ese problema pues:

_ (m(ar)7(az) + 7(b1)7(c2) 7(a1)7(bz) + 7(b1)7(d2)
FalX0 ) = (T<c1>r<a2> +r(d)rles) T(e)r(ba) + <d1>r<d2>)
:(T(al) T(bl)) 7(az) 7(52))
7(c1) 7(di)) \7(c2) 7(d2)
= F3(X1)F(X>)

ya que se tiene libertad amalgamada a 5.
Generalizamos lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 3.12. Sea (A, F) un EPVO y considere (M,,(C) ® A, id ® IF) espacio M,,(5)-valuado.
Si Ay, ..., Ax C Ason B-libres entonces (M, (C) ® Ay), ..., (M,(C)® Ax) C (M,(C)®.A) son
(M, (B))-libres.

Demostracién. Seana'V, ..., a™ € M, (C)®Atal que a”) € M, (C)® A con j(1) # j(2) #
e j(m)

Vamos a denotar @ = a — [F(a), para alguna a y E su esperanza correspodiente. Ahora, como

a® =0 — (id @ F)(a) = (&) ~ F(@D)uzn = (o)
- r,s<n

entonces para todo 7, j < n se tiene:

(@ B)(@)- @] = 37 Pl (alh) - (ah)10)] =0

/L7]

y se tiene la libertad amalgamada. ]
Aplicacion. Consideremos las matrices de 3N x 3N

Ay Bn Cy Dy Dy En
Xv=|Byx Ay By)| y Yn=|E~v Fn Dy,
CN BN AN FN FN DN

donde los bloques de Xy y de Yy son libres (todos son libres). Veamos que X y Y son M3(C)-
libres.

En efecto, por hipétesis las dlgebras (Ay, By, Cy) y (Dy, En, Fy) son C1 4-libres. Ahora
bien como X; y X, son respectivamente elementos de M3(C) ® (An, Bn,Cy) y M3(C) ®
(Dn, En, Fx), por el teorema tenemos que son M3(C)-libres.

La siguiente proposicion serd de utilidad en las siguientes secciones y puede encontrarse su
demostracion en [34].
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Proposicion 3.3. Sean B C A;, Ay, C A subdlgebras B-libres y sea D C My (C)®B. Asuma que,
individualmente, los momentos (andlogamente los cumulantes) My (C) ® B-valuados de ambos
r € My(C)® Ay yy € My(C) ® A,y, cuando se restringen los argumentos a D, permanecen en
D. Entonces x y y son D-libres.

Sean,(b) =1—b(F((b~'—2)™ 1)) L yH"(B) :={b € B:3e >0 talque —i(b—0*) > ¢-1}.

Teorema 3.13 (Teorema de subordinacion multiplicativo). Sea z,y € A tales que x > 0, y = y*
y sus esperanzas invertibles y libres sobre B. Existe una aplicacion Fréchet holomorfa ws : {b €
B : Im(bx) > 0} — H*(B), tal que

* 7y (w2(D)) = 712y (b), Tm(bz) > 0;
 wy(b) y b~ twy(b) son analiticas alrededor de cero;

* para cualquier b € B tal que I'm(bx) > 0, la aplicacién g, : H"(B) — H™(B), g,(w) =
bhy(hy(w)b), donde
ha(b) = b~ = F[(b~ —2)7'] 7,

estéd bien definida, es analitica y para cualquier w € H™(B) fijo,

en la topologia débil.

Mas atin, si definimos wy (b) := hy(w2(b))b, entonces
Ny (D) = wa(b)n, (w1 (b))wo(b) ™, Im(bx) > 0.

Proposicion 3.4. Sea B algebra finito dimensional y x > 0, y = y* libres sobre 5. Existe una
funcién g : {b € B: Im(bx) > 0} x H*(B) — H"(B) tal que

i) wa(b) = lim, o g5"(w) existe, no depende de w € HT(B) y es analitica en {b € B :
Im(bx) > 0};

1) Se tiene que
Ny (w2(b)) = Mgy (b), b€ {be B:Im(bx) > 0}.

Observacion 3.10. Desde una perspectiva numérica, es sencillo pasar de h, a G, y por tanto, de
la proposicion anterior concluimos que s6lo se necesitan las transformadas de Cauchy B-valuadas
individuales para obtener la transformada de Cauchy B-valuada del producto zy y por tanto su
distribucion.
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3.2.1 Espacios Rectangulares

Una dlgebra de von Neumann, actuando en un espacio de Hilbert 7 es una subélgebra de B(H)
que contiene a la funcién identidad y es cerrada con la operacion de tomar adjunto y es cerrado
como conjunto en la topologia débil inducida por las funcionales lineales a +— (a&,n),&,n € H.

Definicion 3.22. Un W*-espacio de probabilidad es un par (A, 7), donde A es una dlgebra de von
Neumann en algtn espacio de Hilbert complejo y 7 es un funcional fiel, unitario, tracial, positivo
y lineal.

Proposicion 3.5. Sea (A,7) un W*-EPNC y P;,...,P. € A proyecciones ortogonales que
cumplen14 = P, +-- -+ P, y denotemos por D = (P, ..., P.) la W* dlgebra generada. Entonces
existe una unica esperanza condicional F : A — D compatible con 7 y estd dada por:

F(a) = ZT(B)—%(H@B)B.

=1

Observacion 3.11. En el espacio de matrices, la esperanza condicional anterior manda una matriz
por bloques A (pensemos que con bloques del mismo tamafio) a la matriz por bloques que tiene en
su diagonal los bloques de A y 0 fuera de la diagonal. Esta idea se puede generalizar y construir
una esperanza condicional que manda a A a la matriz que tiene en un acomodo especifico bloques
de Ay en los demas ceros.

Esta idea de proyectar ortogonalmente puede pensarse como una propiedad andloga a que la
esperanza condicional cldsica de variables aleatorias cuadrado integrables son proyecciones en L.

Los espacios rectangulares permiten incluir las matrices rectangulares al estudio algebraico de
la probabilidad libre.

Definicion 3.23. A los EPVO (A, 7, F, D) del tipo de la proposicion anterior se les llama espacios
rectangulares.

Observacién 3.12. Denotemos por A% = {a € A : a = PaPj}y AD = A®) A los
elementos de |J, .; ;) A™ los llamamos simples.
(A® 1) denota un espacio comprimido, con 7 (a) = 7(P;)"'7(a), a € AW,

Definicion 3.24. Consideremos (A, 7) un (Py,..., P;)-espacio rectangular y sean (A, 7,)n>1
sucesion de (P7, ..., Pj')-espacios rectangulares. Consideremos ay, . ..a, € Ay aﬁ”), LAl e
A, elementos simples. Decimos que (a§"), . afﬁ)) converge en D-distribucion a (ay, . .. a,,), si
se cumple que (agn), am, Pl(”), e Pk(")) converge en *-distribucion a (ay, ..., am, P1, ..., By)
y escribimos

(@™, ... a™) B (ar,...am), n— 0.
Siay,...an,son (P, ..., P)-libres, decimos que a&"), ...a"™ son asintdticamente D-libres.

Presentamos ahora, la version general del teorema de asintoticidad libre de Voiculescu.
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Teorema 3.14. [41, Prop. 2.5] Sea k fijoy (A, 7n)n>1 sucesionde (P, ..., PN)-espacios rect-
angulares de matrices aleatorias tal que TN(]%(N)) —¢; € (0,1],s =1,...,k. Sean (U-(N))izl una

7

coleccion de matrices aleatorias independientes simples en Ay, cada UZ-(N) € Ag\(,i) con distribucion

Haar unitario en el espacio comprimido ( fv(i), Tféi)) para algin 1 < j(i) < k.

))izl una coleccién de matrices deterministicas simples

tal que DZ(N) € A}"V(“’S@ para algunos 1 < r(i),s(i) < k 'y asuma que (DZ(N
D-distribucién. Entonces Dy, U 1(N), Uz(N)

Consideremos también Dy = (DZ(N
))z‘zl converge en

, ... son asintéticamente D-libres.
Como aplicacién del teorema anterior, se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.15. [41, Teo. 2.7] Sea (Ay,E o %Tr) espacio de matrices aleatorias de N x N con

)

estructura de (Pl(N yeees Pk(N))—espacio rectangular con elementos simples Ui(N) € AE@) tal que

D) limy e 2Tr(P™Y) = ¢ > 0,

]

i) U 1(N), LU ,iN) tienen entradas independientes, cada U; matriz aleatoria con distribucion de

Haar en el espacio comprimido (.A%), T](\;)).

Sea Uy = Ul(N) + et U,gN) y sean

N N N N
DV ={c™ ... .oy DiY ={(D, ... DM}
colecciones de matrices deterministicas, cada una con D-distribucion asintética. Entonces DgN) y
Un D;N)U ~ son asintéticamente D-libres.

Observacion 3.13. Para fines de este trabajo usaremos una version diferente del teorema anterior,
en donde las U no necesariamente son Haar unitarias, pero si de la forma

X 0
7= (5 0)
donde X unitariamente invariante. La prueba es identica a la que puede verse en [41]. Se tiene que
X es asintticamente libre de las unitarias y por el teorema 3.12 se tiene la libertad amalgamada

en las matrices evaluadas en las proyecciones en la diagonal, la cual se puede restringir a las
proyecciones en la diagonal.

3.3 Modificaciones a Bloques

Hasta ahora, sabemos que el problema de deteccion de entrelazamiento cudntico en estados aleato-
rios queda resuelto con los siguientes criterios:

1. Elestado X es separable siy s6losi X7 = (I ® ¢)(X4) > 0 para todo ¢ positivo, es decir:
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X1 X2 - Xy o(X11) @(X12) - ©(X1q)
o [ R L [R SD  )
Xa1 Xa2 - Xad o(Xa1) o(Xa2) - ©(Xaq)

Razén por la cual nos interesa encontrar la distribucién asintética, cuando d — oo de matri-
ces modificadas a bloques.

2. El criterio Peres-Horodecki: Si X, es separable, entonces (I ® T')(X;) > 0, donde T es la
transpuesta.

En esta seccion damos informacién del espectro asintético de estas modificaciones.

3.3.1 Caso Wishart

Comenzamos analizando el caso en que X; son matrices Wishart para la transpuesta parcial. Los
resultados de este apartado son del articulo [8].

Recordemos que una matriz compleja W Wishart de pardmetro (dn,dm) esta definida por
(dm)~'GG*, donde G es una matriz dn x dm con entradas i.i.d. CN(0, 1).

Consideremos W € M,(C) ® M, (C) matriz compleja Wishart de pardmetro (dn,dm) y sea
W' = (I; ® T)(W), la transpuesta parcial. Nos interesa conocer la distribucién asintética de W'
y propiedades de la misma.

Teorema 3.16. Para todo p > 1 se cumple
F #m e(Tr)
M, = lggj(Eot?")[mW Z m
TeNC(p
donde # es el nimero de bloques de 7 y e(-) denota el nimero de bloques de tamaifio par.
Observacion 3.14. La demostracion usa la formula de Wick y combinatoria de particiones que no

se cruzan y puede encontrarse en [8].

Observemos que la funcién generadora de momentos (f.g.m.) de (mW?') es U(z) = Y M,aP.
p=0

Teorema 3.17. La f.g.m. de (mW?) satisface la siguiente ecuacién funcional

(U —1)(1 — 220?) = mz¥(1 + nz¥).

Demostracion. Si denotamos N (p, b, ) el nimero de particiones en NC'(p) que tienen b bloques
y e bloques de tamafio par, tenemos por el teorema anterior que

oo 0o o0

—1+Z Z m# e —1+ZZZzpmbneNp,b e).

p=1 reNC(p p=1 b=0 e=0
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Sea V; el bloque que contiene al 1, y 7 tal que |V;| = 1 + r, entonces

r+1

Npbey =3 > > > [INwbe
rpar p=Y pi+r+l b=3 bi+1 e=Y e; j=1
r—+1

+ > > > Y 1IN bie),

rimpar p=Y p;+r+1 b=>_b;+1 e=>e; j=1

donde py, ..., p,y1 es el nimero de puntos entre los elementos de V;, de tal forma que p; + - - - +
pr+1+7+1 = p. Sustituyendo este valor de N (p, b, €) en nuestra expresion para ¥ y simplificando
obtenemos:
22
- i1 1 2 2 A 1+ nz¥

T par T impar

Demostramos ahora el teorema principal de esta subseccion.

Teorema 3.18. mW?' converge en distribucién, cuando d — oo a la diferencia libre de distribu-
ciones poisson libre:
Hmn = Tq = Ty,

donde a = % y b= mr=l,

2

Demostracion. Por el teorema anterior ya tenemos la f.g.m de la distribucion limite, ¥. La
transformada de Cauchy de tal distribucién es G(§) = £1W(£1) y su R-transformada es R(z) =
G (z) — 271
Ahora bien, como
(U — 1)(1 — 2°0?) = m2¥(1 + n2¥),

por las relaciones anteriores tenemos que cambiando z — £~1y W por £G
(€G —1)(1 — G?) = mG(1 +nG),
que de nuevo al cambiar ¢ — G~Y y G — z nos queda
(G —1)(1 = 2%) = mz(1 + n2),
para finalmente cambiar G~" — R + z~! obteniendo
2R(1 — 2%) = mz(1 + nz),

despejando, tenemos que la R transformada de la distribucién limite es

R(z)zwzg(nﬂ_n_l)

1— 22 1—2 1+=z
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Por otro lado R, (2) = % = % ’ffl y por el comportamiento de la R-transformada en dilata-
_ b
=i =

I

2-L_ finalmente por la libertad nos queda

ciones R_,, = —R,,(—%) i

|3

m(l+nz) m(n+1 n-—1
1—22 2 ’

Reuem(2) = o+ B, = "0 = T (17 —

de la igualdad se tiene el resultado. ]
Enlistamos ahora algunas propiedades de la distribucién limite de inmediata demostracion.

Teorema 3.19. [8, Teo. 5.3] La distribucion i, ,, satisface lo siguiente.
1. Tiene media m y varianza mn.

2. Su transformada de Cauchy satisface la ecuacion

(2G —1)(1 — G?) = mG(1 + nG).

3. Su R transformada estd dada por

4. Sin = 1 tenemos las leyes de Marchenko-Pastur, (i, 1 = 7.
5. Sim = an — oo obtenemos las semicirculares de Aubrun.
6. Sim = t/n — 0 obtenemos la distribucion Bessel libre 7o ;.
7. Tiene a lo mds un dtomo en 0 de masa max(1 — mn, 0).

Finalmente enunciamos el teorema que caracteriza los pardmetros para los cuales el soporte de
Im,n €S pOSitivo; de gran importancia para nuestros fines de deteccion de entrelazamiento.

Teorema 3.20. La medida s, ,, tiene soporte positivo siy s6losim > 2yn < m/4+ 1/m.

Observacion 3.15. Cabe mencionar que en el articulo [7] generalizan los resultados expuestos
en esta subseccion para ¢’s que cumplen ciertas condiciones planares, obteniendo el siguiente
resultado:

Teorema 3.21. Sea W = (I; ® ¢)(W), donde W es matriz Wishart compleja de parimetro
(dn,dm)y ¢ : M,(C) — M,(C) aplicacién lineal autoadjunta que cumple “ciertas condi-
ciones planares” con matriz asociada A. Entonces la distribucién espectral asintética de dmIV
€s 1 mnp X v/, donde p es la medida uniforme en los eigenvalores de A, v medida uniforme en los
eigenvalores de D, § = tr(D), con D = ¢(1) y 71 mn, es la distribucién poisson compuesta con
tasa 1 y medida de saltos mnp.
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3.3.2 Solucion General

Solucionamos en esta seccion el problema general de encontrar la distribucion asintética de la

matriz X3 := [I;® ¢|(X4) € My(C)® M,(C), cuando d — oo, en el caso general ¢ : M,,(C) —

M,,(C) positivo autoadjunto y X,; € M;(C) ® M,,(C) matriz aleatoria unitariamente invariante.
Recordemos que la matriz de Choi de la aplicacion ¢ es

Ci=Cp=)_ Eij®p(Ey) € Mu(C) ® Mn(C),
ij=1
donde (£;;) la base estandar de M,,(C) (la cual, como vimos en el ejemplo 3.4, forma una
familia de unidades matriciales).

Observacion 3.16. Algunas propiedades de la matriz de Choi que cabe destacar es que, como se
menciond en la prueba del Teorema 1.5, si ¢ es autoadjunta entonces C, también es autoadjunta,
y por tanto si denotamos por ¢;; € M, (C) a los bloques de C, se cumple que ¢}, = Eyj . Usaremos

la notacién Cjjx; para denotar a CZ, el elemento 75 del bloque k.

Proposicion 3.6. Sea C'la matriz de Choide ¢y ¢ = (Ey ® Ejj, C) (el elemento 75 del bloque
kl). Entonces se tiene la siguiente descomposicion,

n

X§=Lioel(Xa) =) Em: ci(la ® Eij) Xa(la ® En) € My(C) @ M, (C).

il=1j,k=1
La siguiente observacion es crucial para este trabajo.

Observacion 3.17. Para el caso cuadrado m = n, se cumple lo siguiente.

1. La distribucion conjunta de (I; ® Ej;); j<m respecto a 7,4, no depende de d:

Tam((La @ Eiy jy) - (1a ® By 3,.)) = Tam (1o @ (0415 *+* 5y i By i)
1
= %Tr(ld) : TT((;J'MQ T 5jk—17ik Eihjk)
= Tm(6j17i2 U 5jk—17ikEilajk)

1

- m5j17i2 T 5jk71:ik5i1:jk

= T(eih]& T eik,jk)a

donde (e;;) son unidades matriciales del EPNC (A, 7) que cumple M,,,(C) C Ay 7|um,.«c) =
Tm- Se tiene por tanto que las matrices deterministicas (/; ® Eq1, ..., I3 ® E,,) convergen
en distribucion conjunta a (€11, . . . , €mm)-

2. Si X, es matriz autoadjunta md x md y es GUE, Wishart o aleatoriamente rotada que cumple
limg o0 Tam(X%) = 7(2*), para algina variable z en un EPNC (A, 7), entonces por la
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observacion anterior y el Teorema 3.5 de libertad asintética de Voiculescu, tenemos que
(X4, 14 @ E11y .o, 14 @ Ern) = (€11, -+, €mm),
donde = y (e;; : i,j < m) son libres.
Las observaciones anteriores, demuestran la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7. Consideremos el caso en que m = n. La distribucién limite, cuando d — oo, de
m

X7 =3 ciju(la® Eij) Xa(lg ® Eg), es la misma distribucién que la del elemento
igkl

m

¥ = E Cijk1Cij TCLI,
i7j7k7l

donde (e;;); j<m unidades matriciales libres de x, todas las variables en algtn espacio (A, 7).

El caso rectangular, m # n requiere el uso de los espacios rectangulares que definimos en la
secci6én pasada. Como X,y X7, no son de la misma dimensién, pensaremos en identificarlos con
bloques de matrices mds grandes, tal que las matrices nuevas tengan la misma dimension, como se
muestra a continuacién. Definimos X, y X 7 como sigue,

X = Xd Oan X ]d
d OnXm & [d Oan R Id 9
5 Omsxcm @ Iy Omxn ® Iy " & X
P __ |YmXm mxn .
A O ¢ > D ipBunriy ® L) Xa(Brmrt @ L)

i0=1j k=1

Cada uno de los anteriores es una matriz d(m + n) X d(m + n). En este caso, también tenemos
que (Ig ® Eir,. .., 1q ® Epnin)mn)) converge en distribucion conjunta a (€11, . . . , €(m-yn)(m-n))
(unidades matriciales en un EPNC). Definimos ahora las proyecciones

m+n
Pd,m:Z[d@)Eiia Py, = Z Iy @ Ey,
i<m i=m+1
y
m—+n
Pm = Zeiia Pn = Z €iis
<m i=m-+1

se tiene que 7(p,,) = ey T(pn) = - Se cumplen todas las hipétesis de la Observacion

3.13, y por lo tanto

(Xd7 Ig® Ella s >Id ® E(m+n)(m+n))
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converge en distribucion conjunta a

(l’, €11, - - - 7€(m+n)(m+n)>a

donde z y (e;; : i, j < m +n) son (p,, p,)-libres.
Lo anterior prueba el siguiente teorema.

R n m
Proposicion 3.8. La distribucién limite, cuando d — oo, de X7 = > > ciju(Enti; @
id=1j.k=1

Id)Xd(Eka ® 1) es la misma que la de ¥ € A de la forma

n m
=) Cimempijiermi,
il=1 j,k=1
donde & y la familia de unidades matriciales (e;;);"”; son libres con amalgamaci6n sobre (pp,, pn).
donde
m+n
Pm = E €ii, Pn = E €is;
i<m i=m-+1

m n

y se cumple que 7(p,,) = m YT (pn) = ntm’

Corolario 3.2. En términos de la proposicion anterior, si p es la distribucion limite de X, en-

tonces la distribucién de & es 2~ + —2-0y, y en particular X 7 converge en distribucién a una

. . . ., m+n . m+n s, d . A .
variable cuya distribucion en el sentido analitico es ¥, que es la medida que cumple que ¥ tiene
distribucion —2—dg + —"—pu?.

m-+n m+n

Observacion 3.18. En el dltimo ejemplo identificamos las matrices que nos interesaban analizar en
espacios mds grandes, pero después de que los espacios grandes nos permitieron usar los teoremas
conocidos, nos devolvemos a nuestro problema inicial que era calcular la distribucién espectral
limite de X7.

Puede verse que, en la Proposicion 3.8, la variable # y la familia de unidades matriciales

m—+n : :
(eij)i 521 no son C-libres, ya que si lo fueran entonces

T(2*emiyma1)) = T(@°)T(ems1ymr1)) = T(2?)7(€) =

pero z2e (1) (m+1) = 0y por tanto, implicamos que

sin embargo, esto no pasa a menos que x = (. La razén por la que el teorema escalar de Voiculescu
(Teorema 3.5) no aplica es por que la nueva matriz X; no es unitariamente invariante a pesar de
que sus bloques si lo sean.
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Solucion Numérica General

Consideremos el caso cuadrado, n = m. Ya tenemos que la distribucion limite de Xff es la misma
que la de

m
x¥ = E Cijkl€ij TEkl

i7j7k7l

donde (e;;); j<m unidades matriciales libres de x. Cabe mencionar que los sumandos de la ex-
presion anterior no necesariamente son libres (de hecho en algunos casos los sumandos conmutan),
por tanto, para aproximar la distribucién de ese elemento utilizaremos el teorema de subordinacion
multiplicativa el cual, sin embargo, funciona para productos ab, donde a > 0y b = b*. Pondrémos
a x¥ en estos términos. Recordemos que cifé = ci;i es €l elemento ij del bloque £kl y que por ser
C autoadjunta se tiene que ¢} = c%. Si hacemos re’ = ¢, entonces para (i,7) < (I, k):

—i0/2 i0/2

re’ee,-j:vekl—l—re_welkxeﬂ = T1/2(619/261']'+6_Z6/261k):m”1/2(6 ejite “ep)—rejre;; —regrey,

por tanto si hacemos f,] = r/2(e%/2¢;; + e=/%¢y), tenemos
0

i —if o pij ij\
re’e;jre +re” Veyxe;; = (fi])r(f)" — reire; — regrey,

y esto se puede hacer para cada (i, j) < (I, k) (donde los r y § dependen de ijkl). Ahora bien, para
el caso (i,7) = (I, k), los coeficientes son reales y entonces = 0 o ¢ = m, por tanto el término
(fi)x(fa): — rexej; — reygxey se vuelve:

4?”61']'1‘(3]'1‘ — reij:reji — reijxeﬂ = 27’€ij$€ji,

enel caso = 0y —2re;;xe;; en el caso § = 7. Analicemos primeramente el siguiente término,

m m m m m m
T, : = E —Tijkileijres; + eprer| = E g E —Tijkl€ijTCj; + E E E Tkl ClkT kL
(i.5)<(L,k) ij=1 l=i k=j ij=1 l=i k=j
m m m m l k
= E €i;TEj; E E —Tijkl + E E E —T4jklCIETCLL s
ij=1 =i k=j Lk=1 i=1 j=1
m m Ik
sillamamos h;; = > > rijm Y Qi = > Y, Tijki> teNemos que
1=i k=j i=1j=1
m m m
T = —{ E hijeijxes; + E leeml’@kz] = - E (hij + qij)eijze;i.
ij=1 Lk=1 ij=1

Por otro lado si (7, j) = ([, k), llamamos 6;; y r;; al argumento y médulo de c;%, definimos
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TQ = E 27"2‘]‘617‘1‘6]'2‘ + E —27‘2‘]‘6”‘1'6]‘7;.
1,j<m, 1,j<m,
9¢j=0 91']':71‘
Por lo anterior, si hacemos

flj - {(2’/’1']' + hij + (]Z‘j)l/Qeij, si Qij =T, y E(Z,]) _ {1, si Hij =T,

(27“7;]' — hij — qij)l/zeij, si eij = O, 0, si Hl-j = 0,
entonces
T, +T, = Z (hij + qij)eijrej; + Z 2rijeiire;; + Z —2r;;€i;T€j;
i,7<m, i,7<m,
0;;=0 0;j=m
= Z (2ri; — hij — qij)eijrej; + Z (2ri; + hij + qij)eijxej;
2,7<m, 1,j<m,
91']':0 Oi]:w
- Z Fi (1) fii
,7=1
Finalmente definimos,
- r;j/,fl<ei9/2eij —{—e_i0/2elk)7 si(i,7) < (I, k), y i 1, si(i,5) < (I, k),
M \/Lﬁfijv si (Zuj) = (la k)’ & (_1>€(i7j)7 si ( )

Usando todo lo anterior tenemos que

m m

(L, k),

_ _ ij i _ ij i\
z¥ = E | Cijhi€ijTer = E [cesmen + chenrey) = E (fe)z(f) + T+ Ty

1,,k,1 (4,5) <(l,k) 1<4,5,k,I<m
(4,5)<(l,k)
_ 7] ij *
= E ( "+ E fis(—= T E ( kl)gklx( kl) .
1<i,jk,I<m ij=1 1<i,jk,1<m
(1,5)<(Lk) (4,5)<(l,k)

Del desarrollo anterior queda probado el siguiente teorema,

Teorema 3.22. Sea N = "(7*+1) y [ el vector de dimensién N,

2
f:( 1111’ 11217"" 71?77?)7
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sea también ¥ = diag(ei1, €15, - - -, €7™). Entonces
~ X
¥ = frf’,
donde 7 = ¥ ® .

Observacion 3.19. Los elementos fZf*y f*fZ tienen el mismo rango, pero el primer término es
de dimension 1 y el segundo es de dimension NV, por lo que tienen diferente kernel, es decir, el
elemento fZ f* es de rango completo, mientras que f* fz tiene nulidad N — 1, lo que implica que
este ultimo tiene eigenvalor 0 con multiplicidad N — 1.

Por lo anterior, f* fZ tiene distribucién espectral (1—1/N)do+1/N p donde p es la distribucion
de fzf*. Concluimos que los elementos f*fZ y fZf* tienen la misma distribucion salvo una
masa en cero pero, en el C*-EPNC (My(C) ® A, try ® 7).

De la observacién anterior y del hecho que los bloques de Z son elementos de la dlgebra () y
los bloques de f* f son elementos de la dlgebra (e;;), tenemos que los bloques de Z y los de f* f son
libres. Como resultado del Teorema 3.12, &y f* f son libres con amalgamacion sobre B = My (C)
con la esperanza condicional F = [y ® 7. Ademads, lo dicho en la observacién 3.9 nos permite
calcular las transformadas de Cauchy B-valuadas de Ty f*f y como Z es autoadjuntoy f*f > 0,
podemos aplicar entonces el teorema de subordinacién multiplicativa y la Observacion 3.10 para
calcular la transformada de Cauchy B-valuada de f*fz obteniendo por tanto una aproximacion
para la distribucién de z¥.

De una manera andloga, cuidando los indices, se puede desarrollar el caso rectangular, m # n.

Observacion 3.20. Hacemos ahora dos observaciones importantes.

1. Los resultados hasta ahora no habrian sido posibles si la matriz de Choi no fuera deter-
ministica; plantear un enfoque en que los funcionales fueran aleatorios no nos permitiria
usar el teorema de asintoticidad libre de Voiculescu (Teorema 3.5) a menos que tuvieramos
casos triviales; pero ain en esos casos, no habriamos podido concluir lo anterior ya que tanto
el elemento = como f* f dependen de los elementos de la matriz de Choi de una manera no
trivial.

2. En el desarrollo anterior obtuvimos una descomposicidon para x¥ que salvo una masa en
cero tiene la misma distribucién que el producto (f*f)Z; sin embargo, eso no es suficiente
para calcular la S-transformada valuada en operadores con el objetivo de dar la distribucién
analitica de z¥. Para obtener la distribucién de dicho elemento, en la seccion 3.3.2 se en-
contrard otra descomposicion de dicho elemento pero en términos del espectro de la matriz
de Choi; dicha descomposicion serd de la misma forma que la actual, pero los factores seran
libres sobre dlgebras conmutativas, 1o que nos permitira calcular la transformada S'y obtener
una expresion analitica.

Simulaciones

Para ejemplificar el resultado anterior consideremos la aplicacién ¢ : My(C) — M, (C) definida
por
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(a5;)is<2) = 11a1; + 15ag; — 25a12 — 25a21 36as;
i aw w2 36@12 11@11 — 4@22 ’

Si consideramos X; sucesion de matrices unitariamente invariantes con distribucion espectral
limite Wigner, Marchenko-Pastur o si X, es una arcoseno rotada aleatoriamente, podemos obtener
(usando lo discutido en la seccién pasada) aproximaciones para la distribucién asintética de la
modificacién a bloques. En los siguientes grificos se muestran histogramas de X7 en los tres
casos mencionados y en linea sélida la aproximacion que nos da la subordinacién para esos tres
casos; dichos graficos pueden encontrarse en [3].
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Solucion Analitica

La solucion numérica general que obtuvimos en la seccidon pasada considera aplicaciones ¢ au-
toadjuntas y positivas. En el presente apartado damos una expresion analitica para la distribucion
asintdtica de las modificaciones a bloques, es decir, para la distribucién de =¥, y para ello consid-
eraremos aplicaciones ¢ que cumplan ciertas condiciones técnicas.

Observacion 3.21. De las expresiones para z¥ y ¥, parece importante conocer la distribucion
de los bloques de la matriz x, z;; = ej;xe; 1, sin embargo, esto no es sencillo en general. Us-
ando el teorema 3.7 tenemos una expresion para los cumulantes de los bloques en términos de los
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cumulantes de la matriz; dicha expresion implica que si 7 € NC'(k),

T —(k—|m
Rwll (xila.h? s 7xik:jk> =m (k=] |)R7I'(x7 cee ,l’),
siempre que se satisfaga la condicion ciclica j,, = %u,,...,Ju,, = i para cada bloque V' =
{vi,...,vv|} € Ty cero en otro caso.

Por lo anterior la distribucién de x¥ serd la misma que la de

Z Cij Q@ Ty € Mn((C) ® A1

ij<m
respecto al funcional ¢ = tr, ® 71;. Los momentos de =¥ estdn dados por

n

@((xw)k) = Z ¢((Ci17j1 ® x’il’jl) T (Cik»jk ® xik,jk))

11,0150k Jk =1
n

- Z trn(cm,ﬁ T Cik,jk)Tll(xihjl U ximjk)

U1, J 1500k Jk =1
n

= Z trn(cihjl e Cilmjk) Z R;H (xi17j17 B ’xik7jk)'

11,0150k J k=1 WGNC(’N/)

Se tiene por tanto que los bloques de la matriz de Choi y los de z interactuan de manera no trivial,
pues las expresiones anteriores no tienen expresion cerrada para casos generales. El objetivo de
esta parte es encontrar condiciones en la matriz de Choi que permitan calcular la distribucién de
x¥ de manera explicita.

Para obtener las condiciones adecuadas para la matriz de Choi, que nos permitan obtener la
solucion analitica, establecemos algunos resultados preliminares.

Lema 3.1. Considere la descomposicion espectral de la matriz de Choi,

C= i": AsVUsVs = erptPt,
s=1 t=1

donde \; € R son los eigenvalores, v, € C" @ C™, r es el rango de C' y los operadores P, es
el proyector al eigenespacio asociado al eigenvalor no cero p;. Entonces para todo ¢,j,k,[ =
1,...,m, se cumple

Cijki = (B ® Ej, C) = Z As(EB; @ Ej,vs) (B @ Ey, vs),
s=1
con (E;)I_, base estandar de C".

Vimos en la solucién numérica general de la seccion anterior que z¥ tiene una descomposicion
del tipo f*Z f en funcién de la parte polar de los elementos de C,. La siguiente proposicién nos
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da una expresion parecida pero en términos de la descomposicién espectral de C', con miras a
encontrar las condiciones en ¢ que nos permitan dar resultados analiticos.

Proposicion 3.9. La variable modificada a bloques ¥ tiene la siguiente expresion en términos de
los eigenvalores y eigenvectores de la matriz de Choi:

= fEed)f,
donde f = ) w!®vs € A® M,,(C) y la variable w; € Aes
s=1
Ws = Z Z<Ez ® bj, Us>em+i,j~

i=1 j=1

Demostracion. Usaremos la expresion que tenemos para c;;x;. Se tiene que

n m n m

A A Ak

¥ = E E CijkiCmtij T Chm+l = § E CijklCm+i T 41k
il=1jk=1 il=1jk=1

m mn

= Z Z Z )\s <Ez X Ej, Us> <El X Ek; Us>€m+i,jj:€:<n+l,k

il=1j,k=1 s=1
mn
Ak
= E AsWTW,,
s=1
por otro lado,

FEe0)f =33 wiu viC,

s=1 [=1

y usando la ortogonalidad de los eigenvectores vy se tiene f*(z @ C)f = > Awszw?, lo que
s=1

concluye la prueba. ]

Observacion 3.22. La aplicacién ¢ : C"® C" — M,,(C) definida como sigue, es un isomorfismo.

n

(I)(Us) = Z <Ez X Ej7US>E’ij’

3,j=1

mads adn, es una isometria de (C" @ C", || - ||2) a (M,,(C), || - ||rr), con
[Allpr = Tr(AAY),

la norma de Frobenius. Usando esta aplicacion, podemos definir
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Wy = (I)<Us)7
y podemos demostrar que en el caso cuadrado, tenemos la siguiente factorizacién

n2

X7 = Ny ®w) Xe(lg @ w}). (3.5)
s=1
Observacion 3.23. Establezcamos algo de notacion. Para cada p, en el espectro de C, sea J; C
{1,...,nm} el conjunto de indices para los eigenvectores v; que aparecen en el eigenproyector P
P, = Z vV}
JEJt

Se define también Q; := »_ w;w; € Ay observemos que C' € (P, P, ..., F,), donde 7 es el
J€Jt
rango de la matriz C,,.

Si llamamos hg;) =(E;@E;,v,)yH () = (hfj)ij € M, «m, tenemos las siguientes igualdades

Tolo . [o|mH:
Ys=1mg o Y YT 0olo |

Ademas, tenemos que H,H;} € M, y la siguiente igualdad para (),

0] 0
Q=" waw; = [o ZHSH;‘]

s€Jt seJt

Ahora bien, ya tenemos de la proposicién anterior que ¥ = f*(z ® C') f, definimos la variable
y=@oO)ff.
Si obtenemos la distribucion de y, podemos obtener la distribucién de z¥, via la relacién
7[(@%)"] = nm - E[y"],

esto ya que y y z¥ tienen la misma distribucién pero viven en diferentes espacios, por lo que
cambia la normalizacion.

Proposicion 3.10. En términos de la notacion establecida, se cumple que
U = vy,
donde r es el rango de la matriz de Choi de .

Definimos ahora una condicién técnica para las transformaciones .
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Definicion 3.25. Decimos que los eigenespacios de C, son tracialmente bien portados (TWB) si
para todo iy, ..., i <7 = rank(C,), se tiene que

T(wjlw;th ’ Qlk) ]1]27(w]1w]1 Qn ’ Qlk) J1J2T(wji w;gQi1 e Qlk)v
para todo ji, ji, jo < mn tal que j1,j; € J; para algin i < r. Equivalentemente se cumple TWB
si
Tﬂ(wjlw;';@h ’ Qlk) J1j27-n<w]1w]1 Qu ’ sz) j1J2Tn (w]'w ’Qil T sz),
donde 7,,(a) = 27 (p,ap,).
Teorema 3.23. Sea ¢ : M,,(C) — M, (C) con matriz de Choi C' = C, € M,,,(C) en A ®

M., (C) que tiene eigenespacios tracialmente bien portados. Entonces las variables z ® C'y f f*
son libres con amalgamacion sobre el dlgebra (conmutativa) B = (p,, pn) @ (Py, ..., P,).

Demostracion. De la proposicion 3.8, tenemos que Z y {e;; } son libres con amalgamacién sobre
(Pm, Pn)» donde la esperanza condicional es

U(a) = T(pm)T(pmapm)pm + %%)T(pnapn)pm
por tanto, como resultado del teorema 3.12, (%) ® M, (C) y ({€;;}) @ My (C) son (p,, pr) @
M, (C)-libres respecto a la esperanza condicional F = ¢ ® I (ya que hay una biyeccion natural
entre (P, Pp) @ My (C) y My (C) @ (ppm, pn)) y como ff* € ({e;5}) @ Myn(C)y 2@ C €
() @ Mpm(C) entonces & @ C'y ff* son (D, pn) @ Mym(C)-libres.

Para ver 5-libertad, observemos que B = (py,, pn) @ (P1, ..., Pr) C (P, pn) @ My (C) y por
la proposicién 3.3, sélo basta ver que 10s (p,,, Pr) @ My (C)-momentos de z @ C'y los de f f*
cuando se restringen los argumentos a elementos de B, siguen siendo elementos de 5.

Verifiquemos primero para & ® C, si i1,...,5-1 € {m,n} y ji,...,jk—1 € {1,2,...,71}
entonces

Fl(z @ C)py @ P3) (@@ C) - (2@ C)(py, ® Py ,)(@ @ )]
= @ I[(dpyd - ipy &) @ (CP,C---CP; )]

Jk—1
= ¢(55pz150 o .‘%pik—l ) (OP C-- O‘P]k 10)
Y oMo (i ipiy 5) € (pspa) (va Que ¥(a) € (pu,pm) para todo a) y claramente
también (CP;,C---CP;,_,C) € (P, ..., P,), se tiene lo deseado.

Jk—1
Para el caso de f f* notemos primero que

fre= (Z wy, @ vh) <Z Wy @ v}}) = ) wiwy ® v},
h=1 h

h'=1 =1
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usando que vy, Puy, = Op prlnes;, ¥ W piwy,

F[ff*(pu ®

y como

= 0; mWpWj, tenemos que

PJ1>ff* 'ff*(pik_1® Jk— 1)ff]

P * . DY . *
= E Flwp, Wit piy + iy LW, Why & vhlvh/ P; th’l)h/ Pak_ﬂhkvh;]
hoshi=1
Lhl=1

Y[wh Wy ps, -

vhlvh/ P; Uh2vh/

entonces

Bl (i @ Py ) f 7

r

Z ¢[wz1 Why Py =

R, hp=1
li i

I ti=m

Li<k—1

II Li—m

LI<k—1

H 1il:m

LI<k—1

II Li—m

Li<k—1

II Li—m

LI<k—1

*
*Pig— 1whkwh'] ® Uh1vh’ P thvh’ o ij—1vhkvhjC

=1

H 1il:m

L I<k—1

* * *
'pikflwhkwh;c] w[whlwhﬁ v Wy, Wh |

P

*
Fu—1Vhy Uh;C

H 5h;h¢+11hi+1€le. Uh1vh;€7
Li<k—1

ff*(plk_l(g) Jk— l)ff]
> Ywpwnpi, -

* *
'pik—1whkwh;€] ® vhlvh’ P Uh2vh’ T ij—1vhkvh;c

1 by hy=1
bl =1
T
Ylwy wp,wy - wp, W W] 1 ® U, U
hq Wha Why, hy h, hk hz‘+1€J]’i h1 hk
d by by bl =1 i<k—1
T
* *
g Y {wy, g Why W, g Why Wy, | why | @ vy Uy
hl,h;C=1 ha€Jj, hkerk—l
T
*
§ w [wmle T ijflwhd ® Uhy Un,
h17h;€=1
T
*
E (0 [wh;wthjl T ij,l} ® Uhy Uny
1 hohy=1

esto Gltimo ya que si 7 tracial, también lo es v (ya que 7(p;abp;) = 7(bp;a) = 7(p;ba)), finalmente

como
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3.3. Modificaciones a Bloques

0| 0
oy wt O, 0, - 0 0
h, Why &g Je-1 = |7 H,y, H;, 0 S HyHE |- Hg H
s€dj, seJjy
entonces p,wy, Wy Qjy -+ Qj_,Pm =0y
pnwhﬁcw;‘;l@jl o ij,lpn = Hh;cHa Z HSIH; e Z H51 H;kl ’
SEle Serl

y por tanto se tiene que

w[wh;whl le T ij—1] = n T(wh;whl Q]d T ij—1)pn

= (n + m)Tn(wh;wzl Qj1 T ij—l)an

usando finalmente la condicién TWB obtenemos

FIAS (o @ ) S S S P Pis ® P ) F]

T

= | I ti=m| D (vt m)m(wpwh, Qs+ Qi )Pn ® v, v
_lﬁk—l _ hl’h;C:l

T

= | I vi=m| D (ntm)dn o mulwn,wiy, Q-+ Qs )Pn @ vny vy

LI<k-—1 Jd hi,h=1
=Pn X Z ( [ H 1il:m (n + m)Tn(ij;le e ij—l)]) Ujv;
j=1 1<k—1

.
_ U1y th—15015e 5 Jl—1
=pp® E & f)] eB

J=1

0150l — 130150 Jk—1
donde ¢; = ([ H 1i=m
l

<k-—1
sigue el resultado. u

(m 4+ n) 70 (wjwiQy, - - - ij_l)]>. De lo anterior se

Definicion 3.26. Decimos que la matriz de Choi C, satisface la condicion unitaria (UC) si para

todo ¢, existe un real d, tal que an) = >, HiH! = d; - I,, o bien que Q; = d;p,. Donde p, es la
s€Jt
proyeccidn definida en la Proposicién 3.8.
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Capitulo 3. Probabilidad Libre e Informacién Cudntica

Observacion 3.24. El nombre condicion unitaria, se justifica ya que si las H, son unitarias, en-
tonces H,H; = I, y por tanto an) = dI, con d; = |Jy, i.e., si son unitarias satisfacen la
condicién unitaria.

Proposicion 3.11. Si la matriz de Choi C satisface la condici(’)n unitaria, entonces también sus
eigenespacios son tracialmente bien portados. Més ain, d; = £ rank(P,) = £ Tr(F,).

Demostracion. Observemos primero que para cualquier s,¢ € {1,2,...,7} se tiene que

Tn(wsw:) = Z Z Ell ® ]17U8> <Ei2 ® E]z? Ut>7'n(€m+i1,j1€j2,m+i2)

i1,82=1 j1,j2=1

- Z Z Eu@ J17Us><Ei2®Ejzvvt>5i17i2éjld2nil

11,82=1 j1,j2=1
_ 1 _ 715 .
=n" (v, vs) =N 0y

y por tanto,
—1
Tn(wﬁw;Qil T Qlk) = dil T dikTﬂ(wﬁw};) =n dil e dikéjl,jm

lo que prueba que se satisface la condicion TWB. Finalmente:

= 7@) = Smwyu) = 34 = Lrankr) = L3 e = L

. - n
JEJt JjeJt ]EJt

Observacion 3.25. Existen aplicaciones  que satisfacen la condicion TWB pero no la condicion
unitaria. Por ejemplo ¢ : M, (C) — M,,(C) dado por

= ) ayE;AE;,
i<n,j<m
tiene matriz de Choi diagonal C, = dzag(an, 21, oy (1, (2, -« ., Q) Y POT tanto, los eigen-

vectores de C, son (E; ® Ek)] r<n €n C", o bien las matrices e;;, (viendo los vectores como
matrices); conclulmos que Qi; = € # d”[ , para 